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PREFAZIONE

Molto spesso avviene che libri moderni di argomento
scientifico abbiano, almeno a guisa d’introduzione, pa-
gine relative alla storia delle ricerche compiute fin
dall’antichita in quel dato campo di studi, e in tali pagi-
ne si parli pi o meno diffusamente della scienza greca.
Ma non sembra altrettanto frequente il caso che simili
riassunti storici rivelino, non dico vedute originali, ma
almeno segni manifesti di una conoscenza diretta delle
cose di cui parlano i loro autori. Si direbbe che il rigore
scientifico sia, per tacito consenso di chi scrive e di chi
legge, richiesto solo nelle pagine successive, mentre
nella parte storica sia lecito riassumere o copiare senza
soverchio scrupolo da qualsiasi manuale o enciclopedia.

Una conseguenza di tal modo di procedere — dico una
conseguenza, e potrei dire: un motivo — ¢ che nella ge-
neralita dei dotti e semidotti si parla, si, di scienza gre-
ca, perché non se ne pud fare a meno, ma si ¢ piuttosto
lontani dal valutare a dovere la grandezza e I’importan-
za di essa. E, per esempio, abbastanza diffuso uno storto
giudizio su quello che costituisce, per cosi dire, il debito
della civilta moderna verso 1 Greci; perché molti credo-
no in buona fede che solo nella poesia e nell’arte, € un
tantino nella filosofia (a che Platone e Aristotele, in fin



dei conti, se tutta la filosofia moderna comincia da
Kant? e torna irresistibilmente a Kant come una farfalla
che svolazza intorno a un lume?), fuori, dico, di quei
campi non abbiamo bisogno d’imparare niente dai greci,
né questi insegnarono mai niente d’importante al genere
umano.'

Ed ¢ curioso osservare come questo errore sia stato e
sia favorito anche dai cultori stessi degli studi classici,
per un esagerato amore ai capolavori letterari e per un
ostentato disprezzo degli altri elementi che a buon dirit-
to debbono far parte di una «scienza dell’antichita» ve-
ramente degna di questo nome. La cosa comincia a di-
ventare grottesca in questi ultimi tempi, in cui ci tocca
sentire qualche rappresentante ufficiale dell’insegna-
mento classico superiore, trinceratosi opportunamente
fra le grancasse dei futuristi, tuonare anche contro la fi-
lologia in senso stretto, e predicare che fuori della lette-
ratura non c¢’¢ altro. Il che, se fosse preso sul serio — e il
pericolo non ¢ certo lontano — porterebbe a dar ragione ai
nemici del classicismo, ai quali sembra che tutto il godi-
mento intellettuale dato dalle opere letterarie non com-
pensi la fatica necessaria per poterle studiare direttamen-
te, e che si faccia piu presto a servirsi di traduzioni.

1 Tra quelli — pochi invero anche fuori d’Italia, dove sono po-
chissimi — che hanno levato la voce contro questo pregiudizio, va
messo in prima linea, il venerando J. P. Mahafty, il cui libro What
have the Greeks done for modern civilisation? (New York-
London 1909) merita di trovare anche in Italia molti lettori. Una
traduzione sara pubblicata fra breve dall’editore Sansoni.
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Si dovrebbe comprendere che tutto I’amore per 1
grandi classici — se non ¢, come amore, addirittura cieco
— non esige affatto il disprezzo o I’ignoranza di certe
opere modeste che il classicista fanatico non legge e di-
struggerebbe volentieri per non lasciarle leggere agli al-
tri. Anzi, se amore ¢, qui piu che altrove, fatto di cono-
scenza e d’intimita, € chiaro che andare molto addentro
nella intelligenza dei classici ¢ il fine prossimo di tutti i
nostri studi. Ma tutti sanno che a questo fine si appres-
sera prima e meglio degli altri chi non avra trascurato di
conoscere quanto pill ¢ possibile lo stato generale della
cultura e le forme e gli atteggiamenti particolari del pen-
siero, in mezzo ai quali vissero gli autori delle grandi
opere artistiche e letterarie. Ora, una storia della cultura
— ch’¢ dunque in fondo il presupposto indispensabile an-
che della storia letteraria e della critica estetica — come
si puo tentare trascurando, non dico tutte le manifesta-
zioni secondarie — non inutili mai, anche se piccole e
minime, — ma tutto il campo della investigazione e pro-
duzione scientifica e gli scritti destinati a divulgare la
scienza?

%
kk

A parte questo contributo importante alla conoscenza
complessiva della cultura antica, la scienza ellenica, pur
cosi mutila come ¢ giunta a noi, si presenta fornita di
pregi intrinseci tali, che merita di essere studiata per se
stessa non meno che la letteratura e 1’arte. Perfino tra i



torbidi rivoli della falsa scienza, come nell’astrologia,
nell’alchimia, nella fisiognomonica, scorrono qua e la
vene purissime di genialita e di pensiero profondo; sic-
ché il tempo, vecchio burlone, ha presentato — forse pre-
sentera ancora — qualche volta come scoperte scientifi-
che modernissime, certe osservazioni ¢ teorie, che gia-
cevano da secoli in mezzo a quel materiale coperto
dall’oblio e dal disprezzo. Ma nei campi della matemati-
ca, della medicina, della geografia, per non dir altro, ci
sono opere greche degne di attirare anche oggi 1’atten-
zione dei dotti e delle persone colte, se non per la mate-
ria, almeno per il metodo della ricerca e per la forma
dell’esposizione. Per questo 10 mi rallegro col valoroso
editore fiorentino che in questi momenti difficili non
esita a dare alla luce questo volume, e mi auguro ch’egli
non si fermi qui, ma dia all’Italia tutta una serie di volu-
mi adatti come questo ad iniziare alla conoscenza diretta
della scienza greca ogni persona mediocremente colta e
modestamente volenterosa.

Il mio collega Giovanni Vacca — un uomo al quale, se
fosse vissuto ai tempi di Aristotele, sarebbe stato attri-
buito per comune consenso 1’epiteto di pitouaIéorarog,
tanto ¢ I’ardore di sapere che lo spinge allo studio delle
materie pill disparate e nei campi pill remoti e difficili, —
curando con intelligenza ed amore questo volume, ha
mostrato in pratica molto bene quali debbano essere le
doti proprie delle pubblicazioni di questo genere. Cio
che trattiene molti dalla lettura dei libri antichi € sopra-
tutto la difficolta della lingua; e a ci0 provvede la tradu-
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zione fedele e garbata, a cui si rivolgera di tanto in tanto
chi non ha forze sufficienti per intendere subito il testo
da sé, e di cui potra servirsi anche chi non conosce affat-
to 1l greco. Ai giovani del ginnasio classico sara gradito
certamente trovarsi, senza troppa fatica, in grado di fare
in greco la dimostrazione di un teorema. Puo essere un
primo passo a quel rinnovamento degli studi classici,
che dovra portare vita nella scuola classica, senza biso-
gno di ridurre la grammatica greca al metodo Berlitz.

Per gli alunni di altre scuole — anche se 1’educazione
umanistica sia in essi tanto rudimentale da non permet-
tere loro di gustare la tipica bellezza del ragionamento
euclideo — il Vacca ha raccolto nella prefazione e nelle
note notizie utili ad ognuno che non voglia o dire spro-
positi 0 non sapere aprir bocca in materia di storia della
scienza. A me che ho scorso con piacere e con profitto le
pagine di questo libro, sia concesso di rallegrarmi col
Vacca e sperare che egli sia non solo il primo, ma anche
uno dei pit attivi collaboratori della collezione che, se-
condo 1 miei voti, si inaugura appunto con questo volu-
me.

Roma, 16 novembre 1915.

Nicora FEsta.
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INTRODUZIONE

1. Poco assai si conosce della vita di EucLipe. Procro
da Bisanzio (il quale visse dal 412 al 485 d. Cr.) riferi-
sce che «Euclide compilo 1 suoi Elementi raccogliendo
molti teoremi di Euposso, perfezionandone molti di
TeeTETO, € completando con dimostrazioni esatte cio che
1 suoi predecessori avevano lasciato di incompleto. Eu-
clide visse al tempo del primo Tolomeo (il quale regno
dal 306 al 283 av. Cr.). Poiché ArcHIMEDE, il quale venne
subito dopo, parla di Euclide; ed inoltre si dice che
avendogli una volta Tolomeo chiesto se vi fosse in geo-
metria una via pia breve degli Elementi, rispose che in
geometria non vi sono vie regiey.

Euclide sembra avesse studiato in Atene tra 1 discepo-
li di Platone. Fondo poi ad Alessandria una scuola ed
ebbe tra i suoi discepoli ArorLonio da Perga.

Si racconta infine che un tale, avendo cominciato a
studiare geometria con Euclide, dopo aver studiato il
primo teorema gli chiese: «Ma che guadagnerd im-
parando queste cose?» e che Euclide, chiamato il suo
schiavo, rispondesse: «Dagli tre denari, poiché egli vuol
trar guadagno da cio che apprende».

2. Allorquando Euclide scriveva, la geometria greca
aveva gia tre secoli di vita.
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Era nata, come il nome stesso indica (agrimensura,
misura dei campi), e come gli scrittori greci, concordi,
riferiscono, per bisogni pratici, in Egitto.

D’altra parte il bisogno di rendersi conto e di descri-
vere 1 fenomeni celesti aveva gia condotto 1 Babilonesi e
gli Egiziani alla scoperta delle prime verita aritmetiche e
geometriche.

TaLETE da Mileto, nato intorno al 625 av. Cr., Fenicio
di origine (Eropoto I, 170), ¢ il primo scrittore greco di
matematica. Sembra che egli abbia predetto 1’eclisse di
sole del 28 maggio 585 av. Cr., utilizzando alcune no-
zioni assai semplici sulla periodicita delle eclissi, sco-
perte dagli astronomi Babilonesi.” PLutarco (Solon. vit.

2 G. ScHIAPARELLI, nei suoi importanti scritti: / primordi e i pro-
gressi dell’astronomia presso i Babilonesi. (Scientia, Rivista di
scienza, Bologna 1908, vol. III pagine 213-259, vol. IV p. 24-54),
ha dimostrato che le conoscenze astronomiche dei Babilonesi era-
no assai imperfette. I loro calcoli erano quasi soltanto interpola-
zioni aritmetiche, ed essi non capirono mai come la geometria
fosse necessaria per risolvere con precisione 1 problemi astrono-
mici.

Ai tempi di Talete essi ignoravano ancora il periodo di 223 lu-
nazioni detto saros, che regola approssimativamente il ritorno
delle eclissi, ma probabilmente, avevano soltanto osservato che le
eclissi lunari si seguono regolarmente a intervalli di quasi sempre
17 lunazioni senza eclissi, seguite da una serie di cinque o sei
eclissi, separate da sei lunazioni ciascuna. Le cinque o sei eclissi
sono una o due parziali, due totali, una o due parziali.

Ma soltanto assai pit tardi gli astronomi greci riuscirono a pre-
vedere col calcolo le eclissi lunari e solari, liberando gli uomini
dai terrori e dalle inquietudini che questi fenomeni producevano.
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c. 2; de plac. phil. I, c. 3) dice che Talete era un nego-
ziante, e che viaggio a lungo in Egitto, dove egli apprese
probabilmente le prime nozioni geometriche.” 1 suoi
scritti sono perduti. Procro gli attribuisce le prop. 15 e
22 del primo libro di Euclide.

Pitacora da Samo (nato intorno al 570, morto a Meta-
ponto intorno al 470 av. Cr.) dopo aver a lungo viaggia-
to in Egitto e in Babilonia, fondo a Crotone una scuola.
Nessuno scritto ci resta di lui. Gli si attribuisce da
Plutarco e da Proclo la prop. 47 del primo libro di Eucli-
de.

Ed ai Pitagorici si attribuiscono le prop. 32 e 44 dello
stesso libro.

Durante 1 due secoli seguenti, nella Grecia stessa, nel-
le isole e nelle coste dell’Asia minore, in Egitto, nelle
colonie greche dell’Italia, la geometria, 1’aritmetica,
I’astronomia si svilupparono e crebbero tanto da supe-
rare di gran lunga quanto ogni altro popolo dell’antichi-
ta aveva scoperto in queste scienze. Basti ricordare sol-
tanto 1 nomi di AnassaGora, di Enopripe da Chio, al quale
st attribuiscono le prop. 12 e 13 del I libro di Euclide, di
ZeNoNE da Elea, di Ippocrate da Chio, di Teoporo da Ci-
rene, di TeeteTo da Eraclea, di Arcrita da Taranto, ami-
co di Prarong; di Euposso da Cnido, scolaro di Archita e
di Platone; di Eubemo da Rodi, scolaro di AristoTeLE, di
Pitea da Marsiglia.

3 Cfr. IamsLichl, De communi mathematica scientia XXI, ed.
Festa, Lipsia. Teubner. 1891 p. 66.
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E difficile poter spiegare come mai la matematica
greca si sia tanto rapidamente sviluppata, in modo da
superare di gran lunga quella di tutti gli altri popoli. An-
che per la matematica accade in Grecia cio che accade
per le arti belle, per la poesia, per la storia, per la filoso-
fia: 1 Greci sono primi tra 1 loro contemporanei € poi 1
nostri maestri.

E da notare perd che il considerevole sviluppo della
matematica in Grecia nel VI e nel V secolo, procede di
pari passo, e forse ¢ in parte la conseguenza, dei pro-
gressi della tecnica.*

Eropoto (III, 60) ricorda come una costruzione vera-
mente maravigliosa, 1’acquedotto di Samo, il quale
comprendeva una galleria di un chilometro e mezzo
(sette stadi di lunghezza), costruito dall’architetto Me-
garese EupaLmvo nel VI sec. av. Cr. La costruzione di
questa galleria, cominciata, come sembra, ai due imboc-
chi contemporaneamente, esigeva 1’uso di molte e
svariate cognizioni matematiche. La scienza delle co-
struzioni navali (tanta parte ebbe il mare nella vita del
popolo greco), I’arte di navigare e la conseguente neces-
sita di conoscere la configurazione dei mari, spiegano
come gia Anassivanpro da Mileto avesse costruito per i
naviganti una carta celeste ed una terrestre.

L’arsenale costruito al Pireo esisteva gia da due secoli

4 Da un’interessante conferenza di H. DieLs, Wissenschaft und
Technik bei den Hellenen, Neue Jahrbiicher fir das classische Al-
tertum, Berlin, Teubner 1914, I, p. 1-17, tolgo alcune delle cita-
zioni seguenti.
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ail temp1 d’ Arcuivepe. Cosicché le sue opere, sulle quali
ancor oggi sono fondate le teorie dei moderni costruttori
navali, sono forse il coronamento di una lunga serie di
tentativi e di esperimenti.

Il ponte di navi sul Bosforo costruito per ordine di
Dario dall’architetto ManprocLE da Samo (Eropoto 1V,
87-88), o il ponte sull’Ellesponto costruito per ordine di
Serse (Eropoto, VII, 34) furono opere di cui ancor oggi
sarebbero fieri 1 capi dei nostri moderni eserciti.

L arte militare’ pure contribui al progresso della mec-
canica. Le macchine belliche, balliste, catapulte, etc. fu-
rono gia adoperate dai Greci di Sicilia sotto Dionisio il
vecchio (400 av. Cr.), ed ¢ probabilmente anche a causa
dei progressi della tecnica militare greca che la Sicilia
resisté per molti secoli contro 1 Cartaginesi.

Cosi il primo trattato di meccanica (oggi perduto) di
Archita da Taranto (429-348 av. Cr.) avrebbe contenuto
la prima descrizione delle macchine semplici, e le loro
proprieta, forse in seguito all’uso osservato nell’arte mi-
litare. Come ¢ noto che nel continuo uso e nella compli-
cazione dell’artiglieria del sec. XV si deve ricercare la
origine delle speculazioni sul moto dei corpi di Tartaglia
e di Galileo.

3. Chi legge la piu bella delle commedie antiche, gli
uccelli di ARiSTOFANE, rappresentata per la prima volta

5 Pratone nella Repubblica (VII, 9) rileva la evidente utilita
della geometria nell’arte della guerra, nel tracciare gli accampa-
menti, nell’assedio delle fortezze, nella concentrazione e lo spie-
gamento dell’esercito, etc.
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nel 414 av. Cr., ed osserva come sia posto in ridicolo il
geometra METoNE (v. 992-1020) facendogli fare un di-
scorso privo di senso, ma composto di frasi tecniche
della matematica (egli si offre di misurare il cielo con 1
suoi strumenti, di far diventare un circolo quadrato,...),
deve concludere che gia fin d’allora la geometria dove-
va aver destato I’attenzione non solo di pochi ricercatori
ma del popolo, poiché altrimenti gli spettatori non
avrebbero potuto sentire la comicita della scena.

Ai tempi di Pratone (il quale visse dal 429 al 348 av.
Cr.) la geometria aveva gia acquistato la fisionomia che
essa ha ai nostri giorni. «I geometri, egli dice nella Re-
pubblica (VI, 20) suppongono che esistano le figure, tre
specie di angoli, e fanno altre supposizioni di questo ge-
nere, secondo le dimostrazioni a cui mirano; e delle ipo-
tesi fatte non danno ragione né a se stessi, né¢ agli altri,
considerandole completamente evidenti; e partendo da
queste, ordinatamente dimostrano tutto il resto, per
giungere fino a quello che avevano in animo di dimo-
strare. Essi si servono percio di figure visibili, e ad esse
applicano 1 loro ragionamenti, sebbene non sia ad esse
che essi pensano, ma a quelle di cui queste sono
I’immagine, facendo essi 1 loro ragionamenti sul quadra-
to ed un suo diametro, ma non su quello che essi dise-
gnano; e cosi tutte le altre figure che formano o che di-
segnano, ed anche le loro ombre e le loro immagini
nell’acqua, tutte le adoperano come immagini, cercando
di rappresentar quelle che non sono visibili che dalla
mente...»

17



4. Si ¢ perduta una storia delle matematiche scritte da
Eupemo da Rodi, e dobbiamo dolercene, poiché da essa
specialmente attinsero gli scrittori greci della decadenza
le magre notizie che ci son rimaste sulla storia dei pri-
mordi della geometria greca.

Sulla storia della geometria greca prima di Euclide
sono da consultarsi:

C. A. BreTScHNEIDER, Die Geometrie und die Geome-
ter vor Euklides, Leipzig, Teubner, 1870.

M. Cantor, Geschichte der Mathematik, Leipzig,
Teubner, 111 edizione, vol. I, 1907.

P. Tannery, Mémoires scientifiques, vol. 1 e I
Sciences exactes dans [’antiquité, Paris, Gauthier Villars
1912.

G. Loria, Le scienze esatte nell ’antica Grecia, 11 ediz.
Milano, Hoepli, 1914.

Per uno sguardo complessivo allo sviluppo delle
scienze in Grecia si consulti:

A. Cosartini, Letture ed appunti sulla storia della ci-
vilta greca, Roma, Albrighi e Segati, 1910, vol. II, pp.
101-195.

5. Gli elementi di Euclide sono stati adoperati dagli
antichi, e quasi senza interruzione fino ai giorni nostri.
Nessun altro libro ¢ stato forse mai studiato con tanta
continuita, ed accolto con tanto interesse. Allorché nel
1608, I’1italiano Matteo Ricci a Pechino tradusse in cine-
se 1 primi sei libri di Euclide, essi destarono maggior
ammirazione di ogni altra cognizione europea.

La redazione che noi possediamo ¢ in gran parte do-
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vuta a TeonE Alessandrino (il quale visse nel IV secolo
d. Cr.). Alcuni frammenti di papiri di Ercolano, di Oxy-
rhyncus e del Fayum permisero al filologo danese
Hemserc® di ristabilire, in parte, il testo di Euclide quale
lo conosceva Erone Alessandrino, tre secoli dopo Eucli-
de, cio¢ al principio dell’era volgare.

Noi possediamo oggi, grazie all’acume critico, €
all’assiduo lavoro di molti anni, di J. L. Heiberg, una
edizione ottima del testo greco, ed una versione latina a
fronte.

Innumerevoli sono le edizioni e le versioni di Eucli-
de.” Accennero soltanto ad alcune.

Celebre in tutto 1l medio evo fu la versione latina di
Giovannt Campano, da Novara, il quale visse nel secolo
XI1II, e fu matematico profondo ed acuto.®

Ebbe pure grande celebrita, ed € veramente notevole
dal punto di vista matematico, se non da quello filologi-

6 J. L. Hemere, Euclidis, Opera Omnia, Leipzig, Teubner,
1883-1888 in sette volumi.

Sono inoltre a consultarsi:

J. L. HeeraG, Litterargeschichtliche Studien iiber Euklid,
1882.

J. L. HeBerG, Paralipomena zu Euklid, Hermes, XXXVIII,
1903.

J. L. HeBErRG, Mathemat. zu Aristoteles, Abhandl. zur Gesch. d.
math. Wissenschaften. XVIII Heft, 1904 pp. 1-49.

7 Pietro Riccarpl, Saggio di una Bibliografia Euclidea, Bo-
logna, 1887, 1888, 1890, 1893.

8 Cfr. ANGeLo GeNoccHl, Sopra tre scritti inediti di Leonardo
Pisano, note analitiche, Roma, 1855, p. 93.
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co, la versione italiana di NicoLo TartacGLIA, pubblicata
da lui nel 1543 e poi pia volte ristampata.

La piu soddisfacente versione latina, fino ai tempi
moderni, fu quella di Federico Commandino da Urbino
(1509-1575), pubblicata a Pesaro nel 1572.

E infine da ricordare che, dopo I’edizione sopracitata
di HeiBERG, una nuova versione inglese in tre grandi vo-
lumi di T. L. Hearn, stampata a Cambridge (University
Press) nel 1908, ricca di numerosi commenti e di elabo-
rate introduzioni, offre agli studiosi che conoscono la
lingua inglese, una ricca miniera di informazioni. Essa
mi ¢ stata utile per la compilazione di alcune delle note
che seguono.

6. In questa edizione del primo libro di Euclide, col
testo greco riprodotto dall’edizione di J. L. HemErg, a
fronte di una nuova versione italiana,” mi son proposto
anzitutto lo scopo di persuadere gli studenti che studia-
no greco, che Euclide non ¢ difficile, ed a coloro che
hanno paura del greco, che con gli sforzi di poche setti-
mane si puo provare il piacere di leggere Euclide nel te-
sto originale.

Poiché si tratta di apprendere un centinaio di parole,
una parte delle quali sono ancor vive nella lingua odier-
na, e poche forme grammaticali.

9 D’edizione di Exrico Bertt € Francesco Brioscui, Gli Elem.
di Euclide, Firenze, Le Monnier, 1867, € anteriore all’edizione
definitiva del testo greco di J. L. HeBerG (1883). I due editori
avevano preso per base ’edizione di Viviani, scolaro di GaLiLEO
(1690) e quella di R. Simson (1756).
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7. Il primo libro di Euclide insegna le costruzioni piu
semplici, di un triangolo equilatero, di un quadrato (46).
Insegna a bisecare un angolo (9), una retta (10), a con-
durre rette perpendicolari (11)-(14) e parallele (31) a ret-
te date. Contiene inoltre una teoria degli angoli, dei tri-
angoli, dei parallelogrammi ed 1 primi elementi della te-
oria dell’eguaglianza delle figure piane. Esso offre quin-
di in poche pagine, in una esposizione armonica, € ben
concatenata una ricca messe di nozioni geometriche,
forse pitl che qualunque altro libro di geometria, antico
o moderno.

Roma, Ottobre 1915.
G. Vacca
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AVVERTENZA

Nella versione mi son mantenuto fedele al testo. No-
tero che le frasi di Euclide: «A, B eguali a C», ovvero
«A, B eguali a C, D» nella lingua algebrica moderna si
scrivono: A+B=C, A+B=C+D. Invece la frase «A, B so-
no eguali a C, D ciascuno a ciascunoy, significa: A=C,
B=D.

Il nome astratto somma non si trova in Euclide.

Questo modo di dire di Euclide ha forse, indiretta-
mente, dato origine al nostro simbolo + il quale, secon-
do le pit probabili ipotesi, ¢ soltanto una abbreviazione
della particella et.

Nella nota alla proposizione (35) si troveranno le ra-
gioni per cui credo che alla classica parola eguale con-
venga conservare il suo senso primitivo, anziché intro-
durre la parola equivalente proposta da Legendre.

Nelle note alle proposizioni (18) e (19) ho fatto uso di
due delle notazioni del calcolo logico, e precisamente
del segno = che si legge «nony», € si pone innanzi ad
una proposizione per negarla, e del segno o che si legge
«consegue, si deduce, sono,...» € si pone tra due propo-
sizioni per dire che la seconda si deduce dalla prima,
ovvero tra due classi, per dire che gli individui della pri-
ma classe sono individui anche della seconda classe.
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Cosi ad esempio:
(Romani) o (Italiani) . (Italiani) o (Europei) .o.
— (Europei) o =— (Romani)
I punti servono per separare le varie parti della propo-
sizione.
Per maggiori notizie si consulti G. Peano, Aritmetica
generale ed Algebra Elem. Torino, Paravia, 1902.
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ELEMENTI
LIBRO 1

1.
Termini'’

1. Punto ¢ ¢i0 che non ha parti.

2. LiNea una lunghezza senza larghezza.

3. ESTREMI DI UNA LINEA SOn punti.

4. Linea retTA € quella che € posta in pari rispetto ai
suoi punti.

5. SuperriciE € ci0 che ha soltanto lunghezza e lar-
ghezza.

6. ESTREMI DI UNA SUPERFICIE Son linee.

7. SUPERFICIE PIANA € quella posta in pari rispetto alle

10 Traduco con termini, il greco 6ot piuttosto che con defini-
zioni, come si fa comunemente, perché queste prime pagine intro-
duttorie, invece che definizioni matematiche, sono piuttosto
chiarimenti o spiegazioni analoghe a quelle che si danno oggi nei
dizionari. Queste prime pagine contenenti queste prime spiega-
zioni, 1 postulati e le nozioni comuni, sono state, con tutta proba-
bilita, assai alterate e deformate durante i molti secoli nei quali
questo libro fu adoperato nelle scuole. E lecito supporre che le
pagine introduttorie originarie fossero tanto eleganti e sobrie
quanto son quelle che si trovano premesse agli scritti di Archime-
de e di Apollonio.
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sue rette.

8. Ancoro piaNo ¢ D’inclinazione di due linee in un
piano che si toccano, ma non sono per diritto.

9. Quando le linee comprendenti un angolo son rette,
I’angolo si chiama RETTILINEO.

10. Se una retta posta sopra una retta, fa gli angoli
adiacenti eguali tra loro, ognuno dei due angoli eguali ¢
RETTO, € la retta posta si chiama PERPENDICOLARE a quella
su cui ¢ stata posta.

11. Ancoro ottuso ¢ quello maggiore di un retto.

12. Acuro ¢ quello minore di un retto.

13. TermiNE € I’estremo di qualche cosa.

14. Figura ¢ ci10 che € compreso da uno o piu termini.

15. Circoro € una figura piana, compresa da una sola
linea, tale che tutte le rette condotte ad essa da un punto
posto entro la figura, sono eguali tra loro.

16. CenTrO DEL cIRcoLo si chiama quel punto.

17. DiaMETRO DEL CIRCOLO € una retta condotta per il
centro, ¢ terminata ad ognuna delle parti alla circonfe-
renza del circolo, la quale divide anche il circolo per
meta.

18. Semicircoro ¢ la figura compresa dal diametro e
dalla circonferenza da esso tagliata.

I1 centro del semicircolo ¢ lo stesso del centro del cir-
colo.

19. Ficure rReTTILINEE son quelle comprese da rette,
TRILATERE da tre, QUADRILATERE da quattro, MULTILATERE
quelle comprese da piu di quattro.

20. Tra le figure trilatere € TRIANGOLO EQUILATERO quello
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che ha 1 tre lati eguali; 1sosceLe quello che ha due soli la-
ti eguali; scaLeno quello che ha 1 tre lati diseguali.

21. Inoltre tra le figure trilatere, € TRIANGOLO
RETTANGOLO quello che ha un angolo retto, orTusanGorLo
quello che ha un angolo ottuso, acutancoro quello che
ha i tre angoli acuti."

22. Tra le figure quadrilatere ¢ Quabrato quella che ¢
equilatera e rettangola; oBLunGo quella che ¢ rettangola
ma non equilatera; romBo quella che ¢ equilatera ma non
rettangola; romBoIDE quella che ha 1 lati e gli angoli op-
posti eguali tra loro, ma non ¢ né equilatera, né rettango-
la; si chiamino Trapezu'? tutti gli altri quadrilateri.

23. ParaLLELE sono rette, le quali sono nello stesso
piano, e prolungate all’infinito da ognuna delle due par-
ti, da nessuna delle due parti si incontrano tra loro."

Postulati.

1. Si ammetta di poter tirare da ogni punto ad ogni
[altro] punto, una linea retta;

11 Si notino le inaspettate definizioni di triangolo scaleno, e di
triangolo acutangolo, le quali obbligano subito a riflettere, chi per
la prima volta sente parlare di geometria.

12 L’uso di chiamar frapezii i quadrilateri aventi due lati paral-
leli ¢ posteriore ad Euclide.

13 Si noti che dire che due rette nello stesso piano incontrate
da un’altra retta, si incontrano tra loro, val quanto dire che le tre
rette formano un triangolo; e che invece il dire che due rette nello
stesso piano incontrate da una terza non s’incontrano tra loro, val
quanto dire che esse sono parallele, ovvero val quanto dire che le
tre rette non formano un triangolo.
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2. e di poter prolungare continuamente per diritto una
linea retta terminata;

3. e con ogni centro e con ogni distanza, descrivere
un circolo;

4. e che tutti gli angoli retti sono eguali tra loro;

5. e che se una retta incontrando due rette, fa gli an-
goli interni e dalla stessa parte minori di due retti, le due
rette prolungate all’infinito, si incontrano da quella parte
nella quale gli angoli son minori di due retti."*

Nozioni comuni."

1. Le cose eguali ad una stessa, sono eguali tra loro.

2. E se a cose eguali si aggiungono cose eguali, 1 tutti
sono eguali.

3. E se da cose eguali si tolgono cose eguali, 1 resti
sono eguali.

4. E le cose sovrapponentisi ’una sull’altra, sono
eguali tra loro.'

14 Questo postulato ¢ adoperato per la prima volta nella pro-
posizione (29).

15 La parola assiomi non ¢ adoperata da Euclide. Aristotile li
aveva chiamati xowvai d0oloi, opinioni comuni, suggerendo cosi
forse la frase Euclidea.

16 Euclide adopera nella (4) anche la proposizione inversa che
cioe cose eguali tra loro si possono sovrapporre ['una sull’altra.
La distinzione tra eguaglianza e sovrapponibilita ¢ assai sottile.

Euclide perd non fa una teoria generale della sovrapposizione.
Una teoria completa della congruenza (ovvero sovrapponibilita
delle figure) ¢ stata costruita da PascH, Vorlesungen iiber neuere
Geometrie, Leipzig, 1882, ed esposta con molte semplificazioni
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5. E il tutto ¢ maggior della parte.

da G. Peano, Sui fondamenti della geometria, Riv. di Mat., 1894,
t.4p. 75 e segg.

A me sembra pero preferibile, quando si voglia fare questa di-
stinzione, conservare alla parola eguali il senso che essa ha nella
logica, ricorrendo invece che alla creazione di una nuova relazio-
ne di congruenza, ad una frase un po’ pitl complessa come eguali
in forma, di egual figura, etc.

Nelle citazioni, i termini si indicheranno cosi: (T 10); 1 postu-
lati, cosi: (P 3); le nozioni comuni cosi (C 2); e le proposizioni col
semplice numero (17).
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LIBRO PRIMO

1. — Sopra una retta data terminata, costruire un tri-
angolo equilatero."

Sia AB la retta data terminata.
Si deve sulla retta AB costruire un triangolo equilate-
10.

Con centro 4 ¢
distanza AB si de-
scriva (P3) il circo-
lo BIA, e di nuovo
con centro B e di-
stanza BA si descri-
va (P3) il circolo
Al'E, e dal punto I’
in cui i circoli si ta-

gliano tra loro, si conducano (P1) ai punti 4, B le rette
14, I'B.

17 Si ¢ obiettato a questa dimostrazione e a quella della suc-
cessiva (22), che in esse Euclide ammette come evidente, che se
un circolo ha il centro su di un altro circolo, ed un punto interno
ad esso, lo taglia. Si ¢ tentato di dimostrare recentemente questa
proposizione per mezzo di altri postulati, assai pit complicati.
Sembra pero pitl semplice I’ammettere tacitamente questa propo-
sizione, come parve evidente ad Euclide.
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E poiché il punto 4 ¢ centro del circolo /4B, la A" ¢
eguale (T15) alla 4B. E di nuovo, poiché il punto B ¢
centro del circolo TAE, la BI' ¢ eguale alla BA (T15). Ma
si ¢ gia dimostrato che /4 ¢ eguale alla AB. Dunque
ognuna delle 74, I'B ¢ eguale alla AB. Ma cose eguali ad
una stessa sono eguali tra loro (C1), dunque la 74 ¢
eguale alla /'B. Dunque le tre /4, AB, I'B sono eguali tra
loro.

Dunque il triangolo ABI" ¢ equilatero ed ¢ costruito
sulla retta data terminata AB, come dovevasi fare.

2. — Ad un dato punto apporre una retta eguale ad
una data retta."

Sia A il punto dato, e sia B/ la retta data. Si deve al
punto 4 apporre una retta eguale alla retta data BI".

Si conduca infatti dal punto A4 al punto B la retta 4B
(P1), e si costruisca su di essa il triangolo equilatero

18 Questa proposizione ha molti casi, gia analizzati da Proclo.
A seconda della disposizione delle figure occorre cambiare alcune
parole nella dimostrazione. Si pud perd sempre ridursi al caso
esposto da Euclide. E infine da osservarsi che in altre proposizio-
ni (per es. nella 7) Euclide sviluppa soltanto il caso piu difficile.

L’interesse di questa proposizione ¢ duplice. Essa ¢ anzitutto
una elegante applicazione della proposizione precedente e delle
nozioni comuni. In secondo luogo essa rende inutile il trasporto
di una retta nel piano, potendosi supporre con A. De Morgan, che
il compasso adoperato da Euclide, sia cosi fatto che chiuda le
punte, appena cessi di toccar la carta, e che la riga sia cosi fatta
che su di essa non si possano far segni.
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AAB (1), e st prolunghino per diritto (P2) alle 44, 4B le
rette AE, BZ, e con centro B e distanza B/ si descriva il
circolo I’H® (P3), ed ancora con centro 4 e distanza AH
si descriva (P3) il circolo HKA.

Poiché il
punto B ¢ cen-
tro del circolo
I'BO, la BI' ¢
eguale alla BH.
Ed ancora poi-
ché il punto 4 ¢
centro del cir-
colo HKI la
A4 ¢ eguale al-
la 4H, delle
quali la parte
A4 ¢ eguale al-
la 4B. Dunque
il resto A4 ¢ eguale al resto BH (C3). Ma si ¢ dimostrato
che la BI' ¢ eguale alla BH. Dunque ognuna delle due
AA, BI' & eguale alla BH. Ma cose eguali ad una stessa
sono eguali tra loro (C1), e percio la A4 ¢ eguale alla
BI'.

Dunque al punto dato 4 si ¢ apposta la A4, eguale alla
retta data B/, come dovevasi fare.

3. — Date due rette diseguali, dalla maggiore ta-
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gliare una retta eguale alla minore."”

Siano AB, I' le due rette date diseguali delle quali 4B
sia la maggiore.

r Si deve allora
dalla maggiore
AB tagliare una
2 retta eguale alla

I.
Si apponga al
A B punto 4, la A4
eguale alla retta
1" (2), e con cen-
tro A e distanza
Z AA si descriva il

circolo AEZ (P3).

E poiché il punto 4 ¢ centro del circolo AEZ ¢ AE
eguale alla A4 (T15); ma anche la I" ¢ eguale alla AA4.
Dunque ognuna delle AE, I" ¢ eguale alla A4. Dunque
(C1) anche la I" ¢ eguale alla AE.

Dunque, date due rette diseguali dalla maggiore si e
tagliata una retta eguale alla minore, come dovevasi
fare.

19 Lo scopo di questa proposizione, come quello della prece-
dente, ¢ di evitare il trasporto di una retta nel piano (poiché per
mezzo di questo trasporto i problemi (2) e (3) si risolvono imme-
diatamente), e di limitarsi alle operazioni ammesse dai primi tre
postulati.
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4. — Se due triangoli hanno due lati eguali a due la-
ti, ciascuno a ciascuno, ed un angolo eguale ad un an-
golo, quello cioe compreso dalle rette eguali, avranno
anche la base eguale alla base, e il triangolo sara egua-
le al triangolo, ed i restanti angoli saranno eguali ai re-
stanti angoli, ciascuno a ciascuno, quelli a cui sotten-
dono lati eguali.*®

20 Si noti che nell’enunciato ¢ detto «angolo... compreso dalle
rette eguali», € non «compreso dai lati eguali», per conservare la
frase adoperata per definire un angolo (T 9).

E stato obiettato a questa proposizione che essa implica postu-
lati non formulati, e che ¢ quindi pit semplice assumerla tutta in-
tera come un postulato (per es. HiLert, Grundlagen der Geome-
trie, p. 9), ma ’osservazione ¢ antica (Iacosr PELeTarn, In Euclidis
Elementa geometrica demonstrationum libri sex, Lugduni 1557,
p. 15: «.... dicamus, hoc Theorema per se clarum esse, neque
probatione egere, sed Definitionis cuiusdam loco habendum
essen).

Si osservi perd che per mezzo di questa proposizione Euclide,
ricorrendo pi volte alla nozione comune (C 4), dimostra che la
sovrapposizione di due triangoli eguali si puo fare sovrapponendo
soltanto un lato ed un angolo di esso. La dimostrazione di Eucli-
de, accenna assai in scorcio, ad una possibile teoria della sovrap-
posizione.

Questo metodo di dimostrare 1’eguaglianza di due figure per
sovrapposizione, sembra pit antico di Euclide. Infatti Proclo rife-
risce (Heatn p. 253) che TaLete collo stesso metodo avrebbe di-
mostrato che ogni diametro taglia il circolo in due parti eguali.

Si noti ancora che la (4) ha una immediata applicazione in
agrimensura e in topografia. Se si ha una linea poligonale piana, e
di essa si conoscono tutti 1 lati, e gli angoli che ogni lato fa con
quello che lo segue, la linea poligonale ¢ determinata, cio¢ due [i-
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Siano 1 due triangoli, aventi due lati 4B, Al eguali a1
due lati 4E, 4Z ciascuno a ciascuno, € I’angolo BAI’
eguale all’angolo EAZ.

A A Dico che
anche la ba-
se BI' ¢
eguale alla
base EZ, e
che il trian-

b bk & golo  ABI’
sara eguale al triangolo 4EZ, e che 1 restanti angoli
saranno eguali ai restanti angoli ciascuno a ciascuno,
quelli a cui sottendono lati eguali, ABI" eguale a AEZ, e
AI'B [eguale] a AZE. Infatti sovrapposto il triangolo
ABI al triangolo AEZ e posto il punto A sul punto 4 e il
lato AB sul lato 4FE, anche il punto B si sovrapporra al
punto E, per essere AB eguale alla AE (C4 nota). E so-
vrapposta la AB alla AE, anche la Al si sovrapporra alla
AZ per esser 1’angolo BAI eguale a EAZ. Percio anche il
punto /" si sovrapporra al punto Z per esser di nuovo
eguale A7 alla 4Z (C4 nota). Ma anche B ¢ sovrapposto
ad E. Percio anche la base Bl si sovrapporra alla base
EZ. Poiché se B ¢ posto su £ e I su Z, se la base Bl non
¢ sovrapposta alla base EZ, due rette comprenderebbero

nee poligonali aventi i lati e gli angoli anzidetti ordinatamente
eguali, sono eguali.

La dimostrazione si conduce come quella della (4).

Se si congiunge ogni vertice della poligonale, con quello che
lo precede di due posti, si ha una catena rigida di triangoli.
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uno spazio, cio che ¢ impossibile. Sara quindi anche la
base Bl sovrapposta alla base EZ, e sara ad essa eguale.
Dunque anche tutto il triangolo ABI" sara sovrapposto al
triangolo 4EZ e sara ad esso eguale (C4), ed 1 restanti
angoli saranno sovrapposti ai restanti angoli, e ad essi
saranno eguali (C4), ciod ABI" eguale a AEZ, ed AI'B
eguale a AZE.

Dunque, se due triangoli, etc., come dovevasi dimo-
strare.

5. — Gli angoli alla base dei triangoli isosceli sono
eguali tra loro, e, prolungati i lati eguali, gli angoli sot-
to la base, saranno eguali tra loro.”!

Sia il triangolo isoscele ABI avente il lato 4B eguale
al lato A7 e si prolunghino per diritto (P2) ad 4B, Al', le
rette BA, I'E.

21 Si noti che il ragionamento ha una lieve imperfezione. In-
fatti a principio della dimostrazione si dice «si tolga dalla mag-
giore AE, la AH eguale alla AZ...». Come si puo esser certi che sia
AE maggiore di AZ? Evidentemente, o prolungando quanto oc-
corre la AE, ovvero, il che ¢ lo stesso prendendo Z, quanto occor-
re, vicino a B.

Un’altra dimostrazione della prima parte di questa proposizio-
ne ¢ stata data da Proclo, il quale suppone che non si prolunghino
i lati e si prenda 4 sul lato 4B, e questa dimostraz. non ¢ soggetta
alla osservazione precedente.

Pappo, secondo quanto Proclo riferisce, dimostrava questa pri-
ma parte senza nessuna costruzione, considerando il triangolo
ABI’, come due triangoli sovrapposti etc.
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Dico che I’angolo ABI" ¢ eguale all’angolo AI'B, e
che anche /'B4 ¢ eguale a BI'E.

Si prenda infatti sulla B4 un punto a caso Z, ¢ si tolga
dalla maggiore AE la AH eguale alla AZ (3), e si condu-
cano le rette ZI', HB (P1).

A Poiché dunque AZ ¢ eguale ad

AH, ed AB ¢ eguale ad A, anche

le due ZA, AI" sono eguali alle due

HA, AB ciascuna a ciascuna, €

B T comprendono 1’angolo comune

7 n  ZAH; percio la base ZI" ¢ eguale

alla base BH ed il triangolo AZI" al

triangolo AHB, ed i restanti angoli

sono eguali ai restanti angoli, cia-

scuno a ciascuno, quelli cio€ a cui sottendono eguali lati

(4), cioe AI'Z ¢ eguale ABH, ed AZI" ¢ eguale ad AHB. E

poiché tutta la 4Z ¢ eguale alla AH, ed AB ¢ eguale ad

AT, la restante BZ ¢ eguale alla restante I'H (C3). Ma si
¢ dimostrato che anche Z/" ¢ eguale a HB.

Percio le due BZ, ZI" sono eguali alle due I'H, HB cia-
scuna a ciascuna, ¢ I’angolo BZI" ¢ eguale all’angolo
T'HB, e la loro base BI' ¢ comune. Percio il triangolo
BZI" sara eguale al triangolo I'HB, ed i restanti angoli
saranno eguali ai restanti angoli ciascuno a ciascuno,
quelli cioe a cui sottendono lati eguali (4). Quindi
I’angolo ZBI" ¢ eguale a HI'B, e BI'Z ¢ eguale a ' BH.
Ma poiché tutto I’angolo ABH ¢ stato dimostrato eguale
all’angolo AI'Z, e di essi la parte /' BH eguale ad BIZ,
pure il resto ABI" ¢ eguale al resto AI'B (C3); e sono alla

A E
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base del triangolo ABI". E gia si era dimostrato che ZBI”
¢ eguale a HI'B, 1 quali sono sotto la base.

Dunque, gli angoli alla base, etc. come dovevasi di-
mostrare.

6. — Se in un triangolo due angoli sono eguali tra
loro, anche i lati sottendenti gli angoli eguali saranno
eguali tra loro.”

Sia il triangolo ABI" avente I’angolo ABI" eguale
all’angolo AI'B.
A Dico che anche il lato
AB ¢ eguale al lato AT
Se infatti la AB non ¢
eguale alla A7, una di es-
se ¢ maggiore. Sia mag-
giore la AB, e si tolga
dalla maggiore AB la 4B
B r cguale alla minore (3), e
si congiunga la AI". Poi-
ché dunque la 4B ¢ eguale alla A" e la BI' ¢ comune, le
due AB, BI" sono eguali alle due 47", Bl ciascuna a cia-

22 In questa proposizione Euclide adopera per la prima volta il
metodo di dimostrazione chiamato da ARISTOTELE riduzione
all’assurdo (M €ig 10 adOvatov anaywyn, Anal. prior. 1, 7, 29b 5)
ovvero dimostrazione per assurdo (1] 10 ToD AOVVATOV ATOEIELS,
ibid. I, 29, 45a 35), od ancora dimostrazione conducente
all’assurdo (N €ig 10 advvatov dyovoa anddel&ic, Anal. post. 1,
24, 85a 16).
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scuna, € I’angolo 4BI" ¢ eguale all’angolo A7'B, dunque
la base A" ¢ eguale alla base AB, ed il triangolo ABI"
sara eguale al triangolo ABI" (4), il minore al maggiore,
il che ¢ impossibile.
Dunque non ¢ 4B diseguale ad A7, dunque ¢ eguale.
Dunque, se in un triangolo, etc. c. d. d.

7. — Sulla stessa retta, a due stesse rette, non si pos-
sono condurre altre due rette, eguali ciascuna a ciascu-
na, a due punti diversi e dalla stessa parte, aventi gli
stessi estremi delle due prime rette.”

Poiché se ¢ possibile, sulla stessa retta AB, alle due
stesse rette A1, I'B si conducano altre due rette A4, AB
eguali ciascuna a ciascuna, a due punti diversi I, 4 e

dalla stessa parte, aventi gli

L stessi estremi, cosicché 74

A sia eguale a 44, aventi lo

stesso estremo A4, ¢ I'B sia

eguale a 4B, aventi lo stesso
estremo B.

Si conduca la /4.
A B Ppoiché dunque A" ¢

23 L’enunciato della (7) tradotto letteralmente ¢ oscuro. I di-
versi traduttori lo hanno alterato in vari modi. La versione libera
piu semplice, e piu vicina al testo greco, ma chiara, sembra la se-
guente: «4 due punti diversi e dalla stessa parte di una stessa ret-
ta, non si possono condurre due rette eguali tra loro, da ognuno
dei due estremi della rettay.
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eguale ad 44, I’angolo A4 ¢ eguale a A4 (5). Dunque
AAI € maggiore di AI'B. E quindi /4B ¢ molto maggiore
di AI'B (C5). Ma ancora, poich¢ I'B ¢ eguale a 4B,
I’angolo /4B ¢ eguale a AI'B (5). Ma si ¢ dimostrato che
¢ molto maggiore, il che ¢ impossibile.

Dunque sulla stessa retta etc. c. d. d.

8. — Se due triangoli hanno due lati eguali a due la-
ti, ciascuno a ciascuno, ed hanno la base eguale alla
base, avranno anche eguali gli angoli compresi da rette
eguali.”

A A g Siano 1 due tri-
angoli ABI, AEZ
aventi 1 due lati
AB, AI' eguali ai
due lati A4E, AZ

r Z  ciascuno a ciascu-

no, AB eguale a

B = AE, ed A a AZ.
Ed abbiano anche

24 Hearn ha osservato che il testo greco cosi oscuro, faceva
parte probabilmente della fraseologia tradizionale, e percio sebbe-
ne vago, era facilmente capito dai geometri greci. Si trovano in-
fatti enunciati spesso nello stesso modo ellittico ed oscuro, molti
teoremi di geometria nelle opere di Aristotele.

Euclide da soltanto il caso piu difficile, in cui si supponga il
punto 4 esterno al triangolo ABI". Se 4 si suppone interno al trian-
golo, con qualche lieve semplificazione si puo ripetere la stessa
dimostrazione.
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la base BI" eguale alla base EZ. Dico che anche I’angolo
BAI ¢ eguale all’angolo EAZ.

Infatti sovrapposto il triangolo 4B/ sul triangolo AEZ
e posto il punto B sul punto E e la retta Bl sulla retta
EZ, anche il punto /" si sovrapporra al punto Z per essere
BI' eguale ad EZ.

Ma sovrapposta la B/ sulla EZ, si sovrapporranno an-
che le BA, Al sulle EA, AZ. Poiché se la base Bl ¢ so-
vrapposta alla EZ ed 1 lati BA, AI’ non si sovrappongono
sui lati E4, AZ ma cadono fuori come in EH, HZ si
saranno costruite sulla stessa retta, alle stesse due rette,
altre due rette eguali, ciascuna a ciascuna, da due punti
diversi e dalla stessa parte, aventi gli stessi estremi delle
due prime rette.

Ma non si possono costruire (7); dunque non [¢ vero
che] sovrapposta la base B/l sulla base EZ, non si so-
vrapporranno 1 lati BA, Al ai lati EA, AZ. Dunque si so-
vrapporranno. Dunque anche 1’angolo BAI" si sovrap-
porra all’angolo EAZ e sara ad esso eguale.

Dunque se due triangoli, etc. c. d. d.

9. — Dividere per meta un dato angolo rettilineo.”

25 Gia ai geometri greci era venuto il desiderio di trovare una
costruzione per dividere un angolo in tre o in un maggior numero
di parti eguali. Non essendovi riusciti, adoperando soltanto rette e
circoli, adoprarono altre curve. NicomeDE trisecO 1’angolo per
mezzo della concoide, ed ArcHiMEDE per mezzo dell’intersezione
di un circolo e di una retta che ruota nel piano, nel suo Lemma
VIII. Irpia per mezzo della sua quadratrice, ed ArcHIMEDE colla
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Sia BAI' 1l dato angolo rettilineo; occorre dividerlo
per meta.

Si prenda sulla AB a caso il punto 4, e si tolga dalla
Al la AE eguale alla A4 (3), si conduca la 4E e sulla
AE si costruisca il triangolo equilatero AEZ (1), e si con-
duca la AZ.

A Dico che 1’ angolo BAI"
¢ diviso per meta dalla AE.

Poiché infatti A4 ¢
eguale alla AE, ed AZ ¢ co-
mune, le due 44, AZ sono
A E eguali alle due EA, AZ cia-
scuna a ciascuna. E la base
AZ ¢ eguale alla base EZ.
Percio 1’angolo A4A4Z ¢
eguale all’angolo EAZ (8).

B Z T Dunque il dato angolo
rettilineo BAI" ¢ diviso per
meta dalla retta AZ, come dovevasi fare.

10. — Dividere per meta una data retta terminata.*

sua spirale, insegnarono a dividere un angolo in qualsivoglia nu-
mero di parti eguali. Soltanto i matematici del secolo XIX riusci-
rono a dimostrare che adoperando un numero finito di intersezio-
ni di rette e di circoli, non si puo trisecare un angolo qualunque.

26 Il problema analogo a quello della trisezione di un angolo, ¢
la trisezione di una retta. Essa non puo farsi senza ricorrere al po-
stulato delle parallele (P5). La dimostrazione di questa impossibi-
lita perd non ¢ semplice, cft. nota alla (34).
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Sia AB la retta data terminata; occorre dunque divi-
derla per meta.

Si costruisca su di essa il triangolo equilatero AI'B
(1), e si divida per meta 1’angolo AI'B colla retta 14 (9).

Dico che la 4B ¢ divisa per meta nel punto 4.

Infatti la A" ¢
eguale alla 7B, la
I € comune, ¢ le
due AI, 1A sono
eguali alle due BI’,
I/ ciascuna a cia-
scuna; e I’angolo
AIA ¢ eguale

A B all’angolo  BIA.
A Percio la base A4 ¢

eguale alla base B4 (4).
Dunque la data retta terminata AB ¢ divisa in 4, c.d. f.

r

11. — Ad una retta data, da un punto dato su di essa
condurre una linea retta ad angolo retto.”’

Sia AB la retta data, e sia /"1l punto dato su di essa. Si
deve dunque dal punto /" condurre alla retta 48 una retta
ad angolo retto.

Si prenda su AB un punto a caso 4, e si prenda [ E

27 A. DE Moracan ha osservato che se, come oggi talvolta si fa,
si includono gli angoli piatti tra gli angoli formati da due rette, (T
10) la (11) diventa un caso particolare della (9), la costruzione es-
sendo la stessa.
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eguale a /4 (2), e su AE si costruisca un triangolo equi-
latero (1), e si conduca la ZI".

Dico che alla retta data 4B, dal punto /" dato su di es-
sa, ¢ stata condotta, ad angolo retto, la retta ZI".

Poiché infatti
Al € eguale a I'E
e I'Z & comune, le
due rette A, IZ
sono eguali alle
due EI', I'Z cia-

A RBscuna a ciascuna.

A T E E la base 4Z ¢

eguale alla base

ZE. Percio I’angolo AI'Z ¢ eguale all’angolo ETZ, e so-

no adiacenti (8). Ma quando una retta posta sopra una

retta fa gli angoli adiacenti eguali tra loro, ognuno dei
due angoli eguali ¢ retto (T 10).

Percio AI'Z, ZI'E sono retti.

Percio alla retta data AB dal punto dato su di essa /" si
¢ condotta la retta /'Z ad angolo retto, c. d. f.

12. — Ad una data retta infinita, da un punto dato
che non e su di essa, condurre una linea retta perpendi-
colare.™

28 EucLipk suppone tacitamente che il circolo EZH tagli la ret-
ta AB in due, ed in due soli punti. A questa supposizione si puo
anche dare la forma seguente: Ogni retta condotta per un punto
interno ad un circolo, lo taglia in due punti. Infatti, poiché si ¢
preso A4 dall’altra parte di AB, la retta /4 taglia AB in un punto in-
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Sia AB la retta infinita data e sia /" il punto che non ¢
su di essa.

Si deve dunque condurre alla retta data infinita 4B,
dal punto dato /" che non ¢ su di essa, una linea retta
perpendicolare.

Z Si prenda
dall’altra par-
te della retta
AB, a caso,
un punto 4 e
con centro [’
e distanza 14

A g si descriva il
HWE circolo EZH
A (P3). E s1 di-

vida la retta
EH per meta in © (10), e si congiungano le I'H, 'O, I'E.
Dico che alla retta data infinita 4B, dal punto /" che
non ¢ su di essa, ¢ stata condotta la perpendicolare /'©.
Poiché¢ infatti la HO ¢ eguale alla OF, e O ¢ comu-
ne, le due HO, OI sono eguali alle due E®, O, ciascu-
na a ciascuna. E la base I'H ¢ eguale alla base /'E. Dun-
que I’angolo I'®H ¢ eguale all’angolo EOI" (8), e sono

terno al circolo, ed 4B ¢ condotta per questo punto.

Tale supposizione, sebbene sia facilmente ammessa da chi co-
mincia a studiare geometria, si pud dedurre dalle proposizioni
precedenti (come ha dimostrato Hearn, p. 273-274). Gia Procro
aveva tentato dimostrare che il circolo non incontra la retta in piu
di due punti.
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adiacenti. Ma quando una retta posta sopra una retta, fa
gli angoli adiacenti eguali tra loro, ognuno dei due an-
goli eguali ¢ retto, e la retta posta si chiama perpendico-
lare a quella su cui ¢ stata posta (T 10).

Dunque alla data retta infinita 4B, dal punto dato I”
che non ¢ su di essa, si ¢ condotta la perpendicolare /O,
c.d f.

13. — Se una retta, posta sopra una retta fa degli an-
goli, fara due angoli retti, o eguali a due retti.

Infatti una retta 4B posta sulla /4 faccia gli angoli
I'BA, ABA.

Dico che gli angoli I'BA, ABA o son due retti, 0 sono

eguali a due retti.

E Poich¢ se IBA ¢

A eguale a ABA, essi sono

due retti (T10). Ma se

no, dal punto B si con-

duca la BE, ad angolo

retto alla 74 (11); dun-

que /' BE, EBA son due

retti. E poiche IBE ¢

A B T eguale ai due /'BA, ABE,

si aggiunga EBA comu-

ne. Dunque I'BE, EBA sono eguali ai tre /' BA, ABE,
EBA (C2).

Ed ancora, poiché¢ 4BA ¢ eguale ai due ABE, EBA, si

aggiunga ABI", comune. Dunque 4BA, ABI" sono eguali
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ai tre ABE, EBA, ABI" (C2). Ma si ¢ dimostrato che an-
che I'BE, EBA sono eguali agli stessi tre. Ma le cose
eguali ad una stessa sono eguali tra loro; dunque /'BE,
EBA, sono eguali a ABA, ABI'.

Ma I'BE, EBA son due retti, dunque 4BA, ABI" sono
eguali a due retti.

Dunque, se una retta posta, etc. c. d. d.

14. — Se con una retta, e in un punto su di essa, due
rette non poste dalla stessa parte, fanno gli angoli adia-
centi eguali a due retti, le due rette saranno per diritto
tra loro.

Con una retta 4B, e nel punto B su di essa, le due ret-
te BI', BA che non son poste dalla stessa parte, facciano
gli angoli adiacenti ABI", ABA eguali a due retti.

Dico che B4 ¢ per diritto alla I'B.

A E  Se infatti B4 non ¢
per diritto alla /'B, sia
BE per diritto alla I'B.

Poiché dunque la ret-
ta AB ¢ posta sulla /' BE,
gli angoli ABI", ABE so-
no eguali a due retti

A (13). Ma anche ABI,

ABA sono eguali a due
retti. Dunque ABI", ABE sono eguali a ABI', ABA (C1).
Si tolga I'BA, comune. Dunque il resto ABE ¢ eguale al
resto ABA (C3), il minore al maggiore, ci0 che € impos-

I B
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sibile.
Dunque BE non ¢ per diritto alla /'B. Similmente si
dimostrera che nessun’altra retta lo ¢, oltre la BA.
Adunque I'B ¢ per diritto alla BA.
Dunque, se con una retta, etc. c. d. d.

15. — Se due rette si tagliano tra di loro, fanno gli
angoli al vertice eguali tra loro.

Infatti, le due rette 4B, I/ si taglino tra loro nel punto
E.
Dico che I’angolo AET" ¢ eguale all’angolo AEB, e
che I'EB ¢ eguale a AEA.
A Poiché infatti la ret-
ta AE ¢ posta sulla A7,
facendo gli  angoli
I'EA, AEA, 1 due angoli
E I'EA, AEA sono eguali
A I a due retti (13). Ed an-
cora, poiché la retta
AE ¢ posta sulla retta
AB facendo gli angoli
AEA, AEB, anche gli
angoli AEA, AEB sono
eguali a due retti. Dunque gli angoli I'/EA, AEA sono
eguali agli angoli AEA, AEB (C1). Si tolga AEA comu-
ne; allora il resto /'EA ¢ eguale al resto BEA. Similmente
st dimostrera che anche I'EB, AEA sono eguali.
Dunque, se due rette, etc. c. d. d.
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16. — In ogni triangolo, prolungato un lato, ['angolo
esterno e maggiore di ciascuno dei due interni ed oppo-
St

Sia 1l triangolo ABI’, e si prolunghi un lato B/ di esso
fino in 4.

Dico che I’angolo esterno A/4 ¢ maggiore di ciascu-
no dei due interni ed opposti I'BA, BAI'.

Si divida per meta la A" in E (10), e condotta la BE,
si prolunghi per diritto fino in Z, e si ponga EZ eguale
alla BE, e si conduca la ZI, esi prolunghi la 47" fino in
H.

i 7 Poiché dun-
que AE ¢ eguale
alla EI', e la BE
alla £Z, le due
AE, EB sono
eguali alle due
I'E, EZ, ciascu-

T na a ciascuna. E
I’angolo AEB ¢
eguale all’ango-
lo ZET; sono in-
fatti opposti al

H vertice (15).

Dunque la base ZI" ¢ eguale alla base 4B, ed il triangolo

ABE ¢ eguale al triangolo ZET ed 1 restanti angoli sono

eguali ciascuno a ciascuno, quelli sottesi da lati eguali

4.
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Dunque BAE ¢ eguale a EI'Z. Ma EIA ¢ maggiore di
EI'Z (CS5), dunque A/4 ¢ maggiore di BAE.

Similmente, divisa per meta la B/ si dimostrera che
BI'H, o ci0 che ¢ lo stesso 414, ¢ maggiore di ABI.

Dunque, in ogni triangolo, etc. c. d. d.

17. — In ogni triangolo due angoli comunque presi,
son minori di due retti.”’

Sia il triangolo ABI".
Dico che due angoli del triangolo ABI’, comunque
presi, sono minori di due retti.
Si prolunghi infatti la B/ in 4.
E poiché nel

triangolo ABI’
I’angolo AIA ¢
esterno, € mag-
giore
dell’interno ed
opposto  ABI’

B r A (16).
Si aggiunga

29 Si osservi che questa proposizione ¢ inversa del postulato 5,
del quale si fara uso soltanto dalla (29) in poi. Infatti il (P5) affer-
ma che, se due rette, incontrate da un’altra, fanno gli angoli inter-
ni dalla stessa parte minori di due retti, esse s’incontrano. Questa
(17), afferma invece, che se due rette s’incontrano, € sono incon-
trate da un’altra (formando cosi un triangolo), fanno con questa
gli angoli interni dalla parte da cui s’incontrano (che son due an-
goli del triangolo), minori di due retti.
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AI'B, comune. Dunque gli angoli AI4, AI'B son maggio-
r1 di ABI', BIA (C4). Ma AIA, AI'B sono eguali a due
retti (13).

Dunque ABI’, BAI" son minori di due retti.

Similmente dimostreremo che anche BAI', AI'B son
minori di due retti, e cosi pure A/ B, ABI.

Adunque in ogni triangolo, etc., c. d. d.

18. — In ogni triangolo, il maggior lato sottende il
maggior angolo.”

A Sia infatti il tri-
angolo ABI" aven-
te il lato 47" mag-

A giore di 4B.

Dico che anche
I’angolo ABI" ¢
maggiore di BIA4.

B 3 Poiché infatti

AI' ¢ maggiore di AB, si ponga A4 eguale ad AB (2) e si

congiunga BA.

Poiché nel triangolo BIA, 1’angolo A4B ¢ esterno, es-

30 Da questa proposizione si ricava con una regola di logica
pura la proposizione (6). Si ha infatti la proposizione: a, b ¢ Cls.
D:aDdb.===bo==q (G. Peano, Aritmetica generale ed algebra
elementare; Torino, Paravia 1902 p. 7). Ora dalla (18) si ricava:

= (triangoli isosceli) o == (triangoli aventi gli angoli alla base
eguali). Quindi: (triangoli aventi gli angoli alla base eguali) > (tri-
angoli isosceli), che ¢ la (6).
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so ¢ maggiore dell’interno ed opposto AI'B (16); ed an-

cora 1’angolo A4B ¢ eguale a ABA, poiché il lato AB ¢

eguale ad A4 (5); ¢ dunque anche AB4 maggiore di

AI'B. Dunque ABI" ¢ ancor maggiore di 4B (C5).
Dunque, in ogni triangolo, etc. c. d. d.

19. — In ogni triangolo, il maggior angolo e sotteso
dal maggior lato.”!

Sia ABI il triangolo avente I’angolo ABI" maggiore
dell’angolo BIA4.
Dico che anche il lato 47" ¢ maggiore del lato AB.

31 Aucustus DE MorGan (Formal logic, 1847, p. 25) secondo
un passo riferito da Heath (p. 284), ha osservato che le (6) e (19)
si deducono contemporaneamente dalle (5) e (18), con pure ope-
razioni di logica. Se infatti si hanno due terne di proposizioni p,
g, r ed x, y, z, tali che di ogni terna, una ed una sola sia vera, cio¢
SI1A: P =y, (| =m—pm—] | =—De— € COSI PUIC X =) m—z
etc. allora si ha:

XDp. ydq. XDF. D. pdX. ¢dy. I'DZ.

Se ora denotiamo con g, b due lati di un triangolo e con 4, B
gli angoli opposti; le due terne di proposizioni; a=b, a<b,
a>b; A=B, A<B, A>B, soddisfanno alle condizioni sopra indi-
cate; ed inoltre:

a=b. 5. A=B (5); a<b. ». A<B(18);
a>b. . A>B (18).

percio anche:

A=B. 2. a=b (6); A<B. . a<b. (19);
A>B. o. a>b (19).
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A Se infatti non ¢, la A" ¢ eguale o
minore della AB. Ma non ¢ AB
eguale ad 47" poiché¢ allora sarebbe
anche ABI" eguale a AI'B (5). E
nemmeno ¢ A/ minore di AB, poi-
ché allora sarebbe 4B/ minore di
AI'B (18), il che non ¢. Dunque
non ¢ A" minore di AB. Ma si ¢ di-
mostrato che non € neppure eguale,
dunque A7 ¢ maggiore di AB.

Dunque, in ogni triangolo, etc.
c.d. d.

r

20. — In ogni triangolo, due lati sono maggiori del
restante, comunque siano presi.””

Sia infatti il triangolo ABI".

32 Secondo uno scoliaste greco (EucLipg, ed HeserG, vol. V p.
156), gli Epicurei dicevano inutile questo teorema (20) osservan-
do che era evidente anche ad un asino, e non aveva bisogno di
nessuna dimostrazione.

Archimede (I1epi opaigag koi kviivogoo lib. 1.) comincia col
postulato «La retta ¢ la minima di tutte le linee contermini».
(Adopfove o¢ tavta: TAV t0 avTQ TEQUTO. EYOVDGDV YOOUUDY
loyiomny eivar v ebdeiav).

La dimostrazione di Euclide, assai elegante, ha lo scopo di
enunciare una condizione necessaria perche tre rette formino un
triangolo (22). Essa serve inoltre a mostrare che il numero degli
assiomi da cui si possono dedurre le verita della geometria € pic-
colo.
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Dico che due lati son maggiori del restante comunque
siano presi, cio¢ BA, A" maggiori di BI'; AB, B mag-
giori di AI'; BI', I4 maggiori di AB.

Si prolunghi infatti la BA verso il punto 4, e si ponga
A4 eguale a 4, e si congiunga la A7,

A Poiché dunque 44 ¢
eguale ad A/ I’angolo AAI”
¢ eguale all’angolo Al
(5). Dunque BIA ¢ mag-
giore di AAI'. E poiché il
triangolo AI'B ha 1’angolo
BIA maggiore dell’angolo
BAT, ed al maggior angolo
sottende il maggior lato
(19), la 4B ¢ dunque mag-
giore della BI'. Ma 44 ¢
eguale a A7, dunque le BA, AI" son maggiori della BI.
Similmente dimostreremo che 4B, Bl son maggiori di
AT, e che BI', I'4 son maggiori di AB.

Dunque, in ogni triangolo, etc. c. d. d.

B I

21. — Se in un triangolo, dagli estremi di un lato si
congiungono due rette internamente, le due rette con-
giunte saranno minori dei due restanti lati del triango-
lo, e comprenderanno un angolo maggiore.

Infatti, nel triangolo ABI" dagli estremi B, /" di un lato
BI’, si congiungano due rette internamente BA, A7
Dico che le B4, AI' sono minori dei due restanti lati
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del triangolo BA, A’ ma che comprendono un angolo
BAI maggiore dell’angolo BAT.
Si prolunghi infatti la B4 in E. E poiché in ogni trian-
golo due lati son
A maggiori del restante
E (20), i due lati AB,
AE del triangolo ABE
son maggiori di BE;
si aggiunga EI, co-
mune; dunque BA,
B ' Ar son maggiori di
BE, EI' (C2). Ancora, i due lati I'E, EA del triangolo
I'EA son maggiori di [4; si aggiunga AB, comune; dun-
que ['E, EB son maggiori di /4, AB. Ma BE, EI" si erano
dimostrate minori di B4, AI'; dunque BA, AI" sono molto
maggiori di BA, AT
Ancora, poiché in ogni triangolo, 1’angolo esterno ¢
maggiore di un interno ed opposto (16), dunque nel tri-
angolo /AFE 1’angolo esterno BAI" ¢ maggiore di I'EA. E
per la stessa ragione anche nel triangolo ABE 1’angolo
I'EB ¢ maggiore di BAI'. Ma si ¢ dimostrato che BAI ¢
maggiore di /'EB. Dunque BAI' ¢ molto maggiore di
BAT'.
Dunque, se in un triangolo, etc., c. d. d.

22. — Con tre rette, che sono eguali a tre date, co-
struire un triangolo, due di esse devono naturalmente
esser maggiori della restante, comunque si prendano
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[20].

A
B
L
K
A Z H e B
N

Siano A4, B, I le tre rette date, delle quali due son
maggiori della restante, comunque prese, A, B maggiori
dil; A, I'di B; e B, I'di 4. Si deve dunque costruire un
triangolo con tre rette eguali alle 4, B, I

Si prenda una retta AE terminata in 4 e infinita verso
E e si ponga AZ eguale ad 4, ZH eguale a B, ed HO
eguale a I'. Con centro Z e con distanza ZA si descriva il
circolo 4KA; ed ancora con centro H e con distanza H®
si descriva il circolo K46, e si conducano le KZ, KH.

Dico che con tre rette eguali alle 4, B, I"si ¢ costruito

33 Euclide non dimostra che i due circoli si tagliano in K. Co-
me nella (1), egli ammette come evidente che se un circolo ha un
punto esterno ad un altro circolo, ed un punto interno ad esso, lo
taglia. Non ¢ da escludersi che sotto questa o sotto altra forma,
una tale proprieta del circolo si sia potuta trovare nella primitiva
redazione dei postulati o delle definizioni.
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il triangolo KZH.

Poiché infatti il punto Z ¢ centro del circolo 4K4, la
ZA ¢ eguale alla ZK. Ma la Z4 ¢ eguale ad A4; dunque an-
che la ZK ¢ eguale ad 4 (C1). Ancora, poiché il punto H
¢ centro del circolo 4KO, la HO ¢ eguale alla HK. Ma la
HO ¢ eguale a I'; dunque anche la KH ¢ eguale a I. Ma
anche la ZH ¢ eguale a B. Dunque le tre rette KZ, ZH,
HK sono eguali alle tre 4, B, I

Dunque con le tre rette KZ, ZH, HK, che sono eguali
alle tre rette date 4, B, I, si & costruito il triangolo KZH;
c.d. f.

23. — Su una retta data ed in un punto dato in essa,
costruire un angolo rettilineo eguale ad un angolo retti-
lineo dato.

Sia AB la retta data, ed A il punto dato in essa, e sia
AL'E I’angolo rettilineo dato.

P Si deve dunque sulla
retta data AB e nel
K punto dato in essa A,
costruire un angolo
E rettilineo  eguale a
ATE.
7. Si  prendano su

ognuna delle due 7/,
I'E due punti a caso 4,
A H B E e sicongiunga la AF.
E con tre rette, le quali
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siano eguali alle tre /4, AE, I'E si costruisca il triangolo
AZH, cosicché sia 14 eguale ad AZ, I'E ad AH, e AE a
ZH (22).

Poiché le due AI7 I'E sono eguali alle due Z4, AH cia-
scuna a ciascuna, ¢ la base 4E ¢ eguale alla base ZH,
I’angolo AT'E ¢ eguale a ZAH (8).

Dunque su la retta data AB e nel punto dato in essa A4,
si ¢ costruito 1’angolo rettilineo ZAH, eguale all’angolo
rettilineo dato AT'E; c. d. f.

24. — Se due triangoli hanno due lati eguali a due
lati ciascuno a ciascuno, ma hanno un angolo maggiore
di un angolo, quelli compresi dalle rette eguali, avran-
no anche la base maggiore della base.*

34 L’enunciato di questo teorema (e cosi pure quello del teore-
ma successivo), € poco chiaro, quando si traduce alla lettera. Una
traduzione libera potrebbe essere questa:

24. Se due triangoli hanno due lati eguali a due lati, ciascuno
a ciascuno, ma l’angolo compreso dai lati eguali in uno dei due
triangoli, e maggiore dell’angolo corrispondente dell altro trian-
golo, anche la base del primo triangolo sara maggiore della base
dell’altro.

EucLipe svolge soltanto un caso, quello in cui Z cade al di fuori
del triangolo AEH. Gli altri due casi (in cui Z cade sulla HE, ov-
vero dentro il triangolo 4EH) hanno una dimostrazione analoga,
ma alquanto pia semplice (svolta da Proclo). Simson ha osservato
che se si chiama AE il piu corto dei due lati 4E, AZ, allora neces-
sariamente Z cade fuori del triangolo 4EH e si ha il solo caso
svolto da Euclide. Occorre perd dimostrarlo. Si puo far cosi. Sia
AH > AE. Si prolunghi infatti se occorre 4Z, fino ad incontrare
EHin K.
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Siano 1 due triangoli ABI', AEZ aventi 1 due lati 4B,
Al eguali ai due lati AE, AZ ciascuno a ciascuno, AB
eguale a AE, ed A" a 4Z; e I’angolo in A maggiore
dell’angolo in 4.

Dico che anche la base BI' ¢ maggiore della base EZ.

Poiché infatti ’angolo BAI" ¢ maggiore dell’angolo
EAZ, sulla retta 4E e nel punto in essa 4, si costruisca
I’angolo EAH eguale all’angolo BAI' e si ponga AH
eguale a ciascuna delle due A7, 4Z, e si congiungano le
EH, ZH.

A A Poiché dunque AB ¢
eguale a AE ed AI" a 4AH,
le due BA, Al sono eguali
alle due EA, 4H ciascuna
a ciascuna, e I’angolo
BAI' ¢ eguale all’angolo

E  Eal. Dunque la base BI"¢
eguale alla base EH (4).
H Z Ed ancora, poiché¢ AZ ¢
I >
eguale a 4H, I’angolo
AHZ ¢ eguale all’angolo 4ZH (5).

Dunque 4ZH ¢ maggiore di EHZ (C5). Dunque EZH
¢ molto maggiore di EHZ (C5). E poiché il triangolo
EZH ha I’angolo EZH maggiore dell’angolo EHZ, e al

allora AKH > AEK (16)
AEK > AHK (18)
quindi AKH > AHK quindi 4H > AK (19)

e poiche 4Z = AH, AK < AZ, quindi Z cade fuori di 4EK c. d. d.
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maggior angolo sottende il maggior lato (19), ¢ dunque
il lato £H maggiore di EZ. Ma EH ¢ eguale a BI'; dun-
que BI' ¢ maggiore di EZ.

Dunque, se due triangoli, etc., c. d. d.

25. — Se due triangoli hanno due lati eguali a due
lati, ciascuno a ciascuno, ed hanno la base maggiore
della base, anche un angolo, sara maggiore di un ango-
lo, quelli compresi dalle rette eguali.

Siano due triangoli ABI, AEZ, aventi 1 due lati 4B,
Al eguali ai due lati AE, AZ ciascuno a ciascuno, 4B
eguale a AF ed Al eguale a AZ; e la base Bl sia maggio-
re della base EZ.

A Dico che anche 1’angolo
BAI" ¢ maggiore dell’ango-
r loEAZ

Se infatti non ¢ [maggio-
A re], o ¢ eguale o minore ad
B esso. Ma non ¢ BAI eguale
a EAZ, poiché allora anche
la base Bl sarebbe eguale
E ~ alla base EZ (4). Ma non ¢.
Dunque I’angolo BAI" non
¢ eguale a EAZ. E nemmeno ¢ BAI minore di EAZ. Poi-
ch¢ allora anche la base Bl sarebbe minore della base
EZ (24). Ma non ¢. Dunque 1’angolo BAI" non ¢ minore
di E4AZ. Ma si ¢ mostrato che non ¢ nemmeno eguale.

Dunque BAI" ¢ maggiore di EAZ.
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Dunque, se due triangoli, etc., c. d. d.

26. — Se due triangoli hanno due angoli eguali a
due angoli, ciascuno a ciascuno, ed un lato eguale ad
un lato, o quello tra gli angoli eguali, o uno di quelli
sottendenti gli angoli eguali, avranno anche eguali i re-
stanti lati ai restanti lati [ciascuno a ciascuno], ed il re-
stante angolo al restante angolo.”

Siano 1 due triangoli ABI', AEZ aventi i1 g
due angoli ABI', BI4 eguali ai due AEZ,
EZA ciascuno a ciascuno, ABI" eguale a
AEZ, ¢ BI4 a EZA. Ed abbiano un lato , D ¢
eguale ad un lato, e dapprima quello com-
preso tra gli angoli eguali, Bl  eguale a EZ.
Dico che avranno anche 1 restanti lati
eguali ciascuno a ciascuno, AB a AE, e AI’
a AZ; e il restante angolo BAI eguale al restante angolo
EAZ.
Se infatti AB non ¢ eguale a AF, uno di essi ¢ maggio-

E

35 Questa proposizione, come pure la (15) sono attribuite a
TaLete, da ProcLo. Secondo la ricostruzione di TANNERY, TALETE il
quale secondo Procro «avrebbe, per mezzo di questo teorema,
trovato il modo di misurare la distanza di una nave in mare, dalla
rivay, avrebbe fatto cosi: Fissati sulla spiaggia due punti A, C il
loro punto medio D e le due direzioni AB, CE perpendicolari alla
AC, quando in A si osservi la nave B che fa I’angolo BAC retto, e
da D si osserva che BDE sono in linea retta, la distanza CE che si
puo poi misurare sul suolo, ¢ uguale alla AB, perché per la (15)
ADB=CDE, e per la (26) ABD=CED, quindi AB=CE.
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re. Sia maggiore AB e si ponga BH eguale a AE, e si
congiunga la HT".

Poiché dunque BH ¢ eguale a 4E, e Bl a EZ, le due

BH, BI" sono eguali alle due 4E, EZ ciascuna a ciascu-

na; ¢ [’angolo

A HBI' ¢ eguale

all’angolo AEZ.

s Dunque la base

H HI" ¢ eguale al-
¥ Z la base 4Z, e il

B = T triangolo HBI ¢

eguale al trian-
golo 4EZ, ed 1 restanti angoli saranno eguali ai restanti
angoli, quelli a cui sottendono lati eguali (4). Dunque
I’angolo HI'B sara eguale all’angolo AZE. Ma AZE si ¢
supposto eguale a BIA4, dunque BI'H ¢ eguale a BIA
(C1), il minore al maggiore, il che ¢ impossibile (C5).
Dunque 4B non ¢ diseguale a AF; dunque ¢ eguale. Ma
BI' ¢ eguale ad EZ. Dunque le due AB, Bl sono eguali
alle due AE, EZ ciascuna a ciascuna; e 1’angolo ABI" ¢
eguale all’angolo 4EZ. Dunque la base A/ ¢ eguale alla
base 4Z, ed il restante angolo BAI ¢ eguale al restante
angolo EAZ (4).

Siano ora invece eguali i lati sottendenti angoli egua-
li, come AB a AE. Dico che 1 restanti lati saranno eguali
a1 restanti lati A" a AZ, ¢ BI" ad EZ, e che anche il re-
stante angolo BA/" ¢ eguale al restante angolo EAZ.

Se infatti B/ non ¢ eguale ad EZ, uno di essi ¢ mag-
giore. Sia maggiore, se ¢ possibile, BI, e si ponga BO
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eguale ad £Z, e si congiunga la 40.

E poich¢ BO ¢ eguale ad EZ, e AB a AE, le due AB,
BO sono eguali alle due 4F, EZ, ciascuna a ciascuna, €
comprendono angoli eguali. Dunque la base A® ¢ egua-
le alla base AZ, ed il triangolo AB® ¢ eguale al triangolo
AEZ, ed 1 restanti angoli saranno eguali ai restanti ango-
li, quelli a cui sottendono lati eguali. Dunque I’angolo
BOA ¢ eguale all’angolo EZA. Ma EZA ¢ eguale a BIA4.
Dunque I’angolo esterno B&A del triangolo AOI" ¢ egua-
le all’interno ed opposto B/A; il che ¢ impossibile (16).
Dunque BI" non ¢ diseguale a EZ; dunque ¢ eguale.
Dunque le due AB, BI sono eguali alle due AF, EZ, cia-
scuna a ciascuna, € comprendono angoli eguali. Dunque
la base Al ¢ eguale alla base 4Z, e il triangolo ABI" ¢
eguale al triangolo AEZ, ed il restante angolo BAI" ¢
eguale al restante angolo EAZ.

Dunque, se due triangoli, etc., c. d. d.

27. — Se una retta cadendo su due rette fa gli angoli
alterni eguali tra loro, le rette saranno parallele tra lo-
36
ro.

36 27. Aucustus DE MorGan ha osservato (Companion to the
almanac for 1849, p. 8) che la (27) ¢ una forma diversa della
(16). Si passa dall’una all’altra con la regola di logica: a, b ¢ Cls.
D:anb .= == bho== g (cfr. nota alla [18]).

Se con a si intende la classe delle coppie di rette che fanno un
triangolo con una trasversale, e con b la classe delle coppie di ret-
te che fanno con una trasversale i due angoli alterni (cio¢ interno
ed esterno) non eguali tra loro, allora la (16) ha la formaa o b, e
la (27) la forma: == b > == q. Il ragionamento di Euclide ¢ pure,
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Infatti la retta £Z cadendo sulle due rette AB, /A for-
mi gli angoli alterni AEZ, EZA eguali tra loro. Dico che
AB ¢ parallela a 4.

A E B

r Z A

Se infatti non ¢, prolungate le AB, I/ si incontreranno
dalla parte B, 4 ovvero dalla parte 4, I". Si prolunghino
e si incontrino dalla parte B, 4 in H. L’angolo esterno
AEZ del triangolo HEZ ¢ eguale all’interno ed opposto
EZH, il che ¢ impossibile (16). Dunque le AB, I4 pro-
lungate dalla parte B, 4 non si incontreranno. Allo stesso
modo si dimostrera che nemmeno si incontrano dalla
parte 4, I'. Ma se due rette non s’incontrano da nessuna
delle due parti son parallele (T23). Dunque AB ¢ paral-
lelaa /4.

Dunque; se una retta cadendo, etc. c. d. d.

28. Se una retta cadendo su due rette fa I’angolo
esterno eguale all’interno ed opposto dalla stessa parte,

in fondo lo stesso.

Questa nuova forma data da Euclide alla (16) ha lo scopo di
collegare le proposizioni seguenti (27)—(34) che trattano delle
proprieta delle parallele, con quelle che precedono le quali tratta-
vano delle proprieta dei triangoli.
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ovvero i due interni dalla stessa parte eguali a due retti,
le rette saranno parallele tra loro.

Infatti, la retta £Z cadendo sulle due rette AB, /A4 fac-
cia ’angolo esterno EHB eguale all’interno ed opposto
H®A, ovvero gli angoli interni dalla stessa parte BHO,
HOA eguali a due retti. Dico che la AB ¢ parallela alla
1.

Poiché infatti
EHB ¢ eguale a
H®OA, ¢ poiché
EHB ¢ eguale ad
AH® (15), anche
AH® ¢ eguale a
HO4 (C1), e sono
I © A alterni. Quindi AB
¢ parallela a 14
27).

Ancora, poiché
BH®, HOA sono eguali a due retti, e poich¢ AHO, BHO
sono anche eguali a due retti, (13), saranno anche AHO,
BHO® eguali a BHO, HOA (C1). Si tolga BHO comune.
Il resto AH® ¢ allora eguale al resto HOA (C3), e sono
alterni, quindi la AB ¢ parallela alla 74 (27).

Dunque se una retta cadendo, etc. c. d. d.

E

Z

29. — Una retta che cade su due rette parallele fa gli
angoli alterni eguali tra loro, ['angolo esterno eguale
all’interno ed opposto, e gli angoli interni dalla stessa
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parte eguali a due retti.’’

Infatti sulle rette parallele 4B, I/ cada la retta EZ. Di-
co che essa fa gli angoli alterni AHO, HOA eguali, e
I’angolo esterno EHB eguale all’interno ed opposto
H®A4, e gli interni dalla stessa parte BHO, HOA eguali a

37 Come si ¢ gia osservato, questa prop. (29) ¢ la prima in cui
si adoperi il postulato (P5).

A chi ben consideri 1’opera di Euclide, la formulazione del
(P5) appare semplice ed elegante (cft. la nota alla [17]). Per Eu-
clide, due rette tagliate da una terza appaiono come una figura
geometrica analoga ad un triangolo (cft. la nota a [T22], pag. 9).

I geometri di ogni epoca si preoccuparono, di sostituire al (P5)
qualche altro, il quale, assieme alle (1)—(28) permettesse di dimo-
strare la (29) e le seguenti.

Ecco alcune delle proposizioni pill notevoli che sono state pro-
poste per sostituire il (P5).

1. Due linee rette che si incontrano, non possono essere pa-
rallele ad una stessa retta (Procro), (E equivalente alla [30] di
Euclide).

2. Esiste un triangolo nel quale la somma degli angoli e
eguale a due retti (LEGenore, Mém. de 1’Acad. des Sc. XII, p.
367: Réflexions sur différentes manieres de demontrer la théorie
des paralleles).

3. Esistono due triangoli diseguali, aventi gli angoli eguali.
(Saccueri, nella sua opera Euclides ab omni naevo vindicatus
(1733) ovvero nella versione italiana, L ’Euclide emendato del P.
Gerolamo Saccheri, di G. Boccarpini, Milano, Hoepli, 1904).

4. E possibile costruire un triangolo la cui area sia mag-
giore di qualsivoglia area data (Gauss, lettera a W. Boryar, 1799).

Una interessante esposizione di questi ed altri metodi si trova
nella versione di Euclide di Hearn, vol. I pagine 202-220. Cft. an-
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due retti.

Infatti se AHO non ¢ eguale a HOA, uno di essi ¢
maggiore. Sia maggiore AH®. Si aggiunga BHO comu-
ne. Allora AH®, BHO son maggiori di BHO, HOA (C2).
Ma AH®, BHO sono eguali a due retti (13), dunque
BH®, HOA son minori di due retti. Ma due rette che
fanno gli angoli interni minori di due retti, prolungate
all’infinito, si incontrano (P5). Dunque 4B, I/ prolun-
gate all’infinito, si incontreranno; ma non si incontrano
perché si son supposte parallele: Non ¢ dunque AH® di-
seguale a AHO. E dunque eguale.

D Ma anche AHO ¢
eguale a EHB (15).

A H g Dunque EHB ¢
eguale a HOA (C1).
Si aggiunga BHO
comune. Dunque
EHB, BH® sono
eguali a BHO, HOA
(C 2). Ma EHB,

7 BHG@ sono eguali a
due retti (13). Dun-
que anche BHO®, HOA sono eguali a due retti.

Dunque una retta che cade su due rette parallele, etc.
c.d. d

30. — Le parallele ad una stessa retta sono anche

che la nota alla successiva (32), e BonoLa, La Geometria non Eu-
clidea, Bologna, Zanichelli, 1903.
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parallele tra loro.™

/ Sia ognuna delle
H B 4B, I parallela al-

la EZ; dico che la
o AB ¢ parallela alla

A

E

Z .

/ Infatti, le incon-

T < A tri laretta HK.
/ Poich¢ HK in-
contra le rette pa-
rallele AB, EZ I’angolo AHK ¢ eguale all’angolo HOZ
(29). E poiché ancora HK incontra le parallele EZ, IA,
I’angolo HOZ ¢ eguale all’angolo HKA (29). Ma si ¢ di-
mostrato che AHK ¢ eguale ad HO4; dunque anche

AHK ¢ eguale a HKA (C1), e sono alterni.
Dunque 4B ¢ parallela a /4 (27). c. d. d.

38 Euclide non spiega come si possa costruire la HK, la quale
incontri le altre tre rette.

La proposizione sembra alterata, o monca, il che puo anche so-
spettarsi dal fatto che essa ¢ priva della solita conclusione. Forse
Euclide deduceva dal (P5) che la HO incontrando la EZ doveva
anche incontrare la parallela 74? Ovvero preso a caso H su 4B, e
K su I/ osservava che essendo EZ interna alle due AB, /A4, la HK
doveva necessariamente tagliarla in @?

A. DE Morcan ha osservato (Compan. to the almanac for
1849, p. 8 che la (30) ¢ logicamente equivalente all’altra: Due
rette che si tagliano non possono esser parallele entrambe ad
un’altra retta.
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31. Per un punto dato condurre una linea retta paral-
lela ad una retta data.”

Sia A il punto dato, e sia B/ la retta data. Si deve dun-
que per il punto 4 condurre una linea retta parallela alla
retta BI.

E A ~ Si  prenda
sulla. BI" un
punto 4 a caso,
e si congiunga

B r la A4; e sulla

A retta 44 e sul
punto A di essa si costruisca 1’angolo AAE eguale
all’angolo 441" (23), e si prolunghi per diritto alla £4, la
retta AZ.

E poiché¢ la retta A4 cadendo sulle due rette BI, EZ fa
gli angoli alterni EAA, AAI eguali tra loro, dunque la
EAZ ¢ parallela alla BI" (27).

Dunque dal punto dato 4, ¢ stata condotta la linea ret-
ta FAZ parallela alla retta data B/ c. d. f.

32. — In ogni triangolo, prolungato un lato, [’angolo
esterno e eguale ai due interni ed opposti, ed i tre ango-
li interni al triangolo sono eguali a due retti.*”’

39 Procro aveva osservato che Euclide pone il problema (31)
soltanto dopo aver dimostrato la (30), dalla quale ¢ facile conclu-
dere che da un punto ad una retta si puo condurre una sola paral-
lela.

40 Questa proposizione € spesso citata da ARISTOTELE, come
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Sia il triangolo ABI" e si prolunghi un suo lato B/ in
4. Dico che I’angolo esterno A7'4 ¢ eguale ai due interni
ed opposti IAB, ABI’, e che i tre angoli interni del trian-
golo ABI', BIA4, 4B sono eguali a due retti.

Si conduca infatti dal punto /" alla AB, la retta paralle-
lal'E.

esempio di una verita accettata da tutti (4nal. Post. 1, 24, 85 C 5;
ibid. 85 C 11; Metaph. 1051 a 24). Questo passo della Metafisica
di AriSTOTELE, come € stato osservato da HEeisera, si riferisce alla
dimostrazione qui data da EucLipg; quindi non solo la proposizio-
ne, ma anche la dimostrazione sono anteriori ad EucLIDE.

I Pitagorici, secondo quanto riferisce Procro (p. 379) dimo-
stravano questo teorema conducendo invece dal vertice 4 una pa-
rallela alla base BI, ed osservando che gli altri due angoli cosi
formati attorno al vertice sono eguali agli altri due angoli del tri-
angolo perché¢ alterni ed interni etc.

Come TarTAGLIA Osserva nel suo commento a questa proposi-
zione, ¢ facile estenderla ai poligoni semplici, o stellati. Cosi ad
es. in un pentagono stellato la somma dei cinque angoli A, B, C,
D, E é eguale a due angoli retti. Infatti I’angolo AGF, esterno del
triangolo EGC, ¢ eguale ai due interni ed opposti E, C; e I’angolo
AFG esterno del triangolo DBF ¢ eguale ai due interni ed opposti
B, D, dunque, etc.

Questo pentagono stellato, o pentagramma era il segno di rico-
noscimento dei Pitagorici.

La (32) dipende dalla (29), la quale a sua volta dipende dal po-
stulato (P5). E stato dimostrato nel secolo XIX che se non si am-
mette la (P5), la (32) non ¢ necessariamente vera, potendosi ai
termini retta, angolo, piano, triangolo,... dare un senso tale che
siano verificate le proposiz. (1)-(28), e non siano invece verificati
né la (P5), né la (32). (BeLtrami, Giornale di Matematiche, Napo-
li, 1868).
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E poiché 4B ¢ parallela a I'E, e su di esse cade la A7,
gli angoli alterni BAI', AT'’E sono eguali tra loro (29).
Ancora, poiché AB ¢ parallela a I'E, e su di esse cade la
B4, I’angolo esterno EI'4 ¢ eguale all’angolo interno ed

A B opposto  ABI’
(29). Ma si era
gia dimostrato
che AIE ¢
eguale a BAI.
Dunque tutto
I’angolo A4 ¢
eguale ai due
interni ed op-
posti BAT,

B T A

ABI (C2).

Si aggiunga I’angolo comune A/'B; allora 1 due angoli
Al'A, AI'B sono eguali ai tre ABI, BIA, A
IAB (C2). Ma i due angoli AI'A, AI'B sono ./ \e
eguali a due retti (13). Dunque anche i tre”
angoli AI'B, I'BA, 4B sono eguali a due
retti (C1). ¢

Dunque in ogni triangolo, etc. c. d. d.

33. — Le rette congiungenti dalla stessa parte rette
eguali e parallele sono anch’esse eguali e parallele.”!

Senza far uso della (P5), ma soltanto delle nozioni precedenti,
si giunge appena a dimostrare la (16) e la (17), dalle quali si de-
duce soltanto che la (32) € possibile.

41 Questa proposizione, come Proclo ha osservato, collega la

70



Siano le 4B, I/ eguali e parallele, e le congiungano
dalla stessa parte le A", BA. Dico che anche AI', BA so-
no eguali e parallele.

B A Si conduca
la BI'.

E poiché la
AB ¢ parallela
alla 74, e la
BI' le incon-
tra, gli angoli

A IR alterni  ABI,

BIA sono
eguali tra loro (29). E poich¢ AB ¢ eguale a I4, e la BI' ¢
comune, le due AB, Bl sono eguali alle due BI', I1; e
I’angolo ABI" ¢ eguale all’angolo BIA; dunque la base
ATl ¢ eguale alla base B4, ed il triangolo ABI" ¢ eguale al
triangolo B/, ed 1 restanti angoli sono eguali ciascuno a
ciascuno, quelli a cui sottendono lati eguali. Dunque
I’angolo AI'B ¢ eguale all’angolo I'BA (4). E poiché la
retta B/ cadendo sulle due rette A", BA fa gli angoli al-
terni eguali tra loro, ¢ dunque la Al parallela alla BA
(27). Ma si ¢ gia dimostrato che le ¢ anche eguale.

Dunque, /e rette congiungenti, etc. c. d. d.

34. — I lati e gli angoli opposti di uno spazio paral-

teoria delle parallele con quella dei parallelogrammi. Essa defini-
sce implicitamente che cosa sia un parallelogrammo. A partire
dalla proposizione successiva, Euclide adopera questa nuova pa-
rola senza altri schiarimenti.
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lelogrammo son eguali tra loro, e il diametro lo divide
per meta.”

Sia lo spazio parallelogrammo A7/4B, ed il suo diame-
tro BI'. Dico che 1 lati e gli angoli opposti del paralle-
logramma AI/AB sono eguali tra loro, e che il diametro
lo divide per meta.

Poiché infatti la AB ¢ parallela a /4, e la retta B/ cade
su di esse, gli angoli alterni ABI", BI/ sono eguali tra lo-

42 Euclide avrebbe potuto abbreviare la seconda parte di que-
sta dimostrazione osservando che la (26) citata in principio gia

permette di concludere 1’eguaglianza dei due triangoli ABI,

BIA. Si osservi perd che questa conseguenza si trae dalla dimo-
strazione, ma non dal solo enunciato della (26). Percido Euclide
forse ha preferito ricorrere alla (4).

Il matematico arabo an-Nairizi, adoperando le (33) e (34), ha
dato una elegante costruzione della trisezione di una retta
(Anaritii in decem libros priores elementor. Euclidis comm. ex
interpretatione Gherardi cremonensis, ed. Curtze, Leipzig, Teub-
ner, 1899, p. 74). Egli conduce da parti opposte della retta data
AB da trisecare, dagli estremi 4B, due perpendicolari eguali tra
loro AC, BD. Bisecata ognuna di queste nei punti £, F, congiunge
ED, CF. 1 due punti d’intersezione G, H di queste congiungenti
colla AB, risolvono il problema.

La dimostrazione ¢ facile. Si conduce percio da H la perpendi-
colare, etc.

Con una costruzione analoga si puo dividere una retta in quan-
te si vogliano parti eguali.

E perd piu semplice adoperare per la soluzione di questo
problema la teoria delle proporzioni. Cosi fa Euclide nella prop.
(9) del libro sesto. Cft. la nota alla (10).
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ro (29). E ancora, poiché Al ¢ parallela a B4, e Bl cade
su di esse, gli angoli alterni AI'B, I'BA sono eguali tra
loro (29).

Dunque 1 due triangoli ABI", BIA hanno i due angoli
ABI', BIA eguali ai due BIA, I'BA ciascuno a ciascuno,

A B ed un lato eguale ad
un lato, quello tra
gli angoli eguali, la
BI' comune. Percio
anche 1 restanti lati
saranno eguali ai
restanti lati, ciascu-

r A ho a ciascuno, ed il

restante angolo, al

restante angolo (26). Dunque la AB ¢ eguale alla /4, e la

Al a B4, ed ancora I’angolo BAI" eguale a I4B. Ma poi-

ché ’angolo ABI" ¢ eguale a BIA e I'BA ¢ eguale a AI'B,

¢ dunque tutto ABA eguale a tutto A/4 (C2). Ma gia si
era dimostrato che BA/I ¢ eguale a I4B.

Dunque i lati e gli angoli opposti di uno spazio paral-
lelogrammo sono eguali tra loro.

Dico poi, che un diametro lo divide per meta. Poiché
infatti AB ¢ eguale a /4, e BI" ¢ comune, le due AB, BI’
sono eguali alle due /4, BI' ciascuna a ciascuna, ¢
I’angolo ABI" ¢ eguale all’angolo BIA (29). Dunque il
triangolo ABI’ ¢ eguale al triangolo BIA (4).

Dunque il diametro BI" divide per meta il paralle-
logrammo ABIA4, c. d. d.
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35. — I parallelogrammi sulla stessa base e nelle
stesse parallele, sono eguali tra loro.”

Siano 1 parallelogrammi ABIA, EBI'Z su la stessa ba-
se e nelle stesse parallele 4Z, BI'.
Dico che ABIA ¢ uguale al parallelogrammo EBIA.

43 Euclide sviluppa soltanto il caso piti complicato. Ma il pun-
to E potrebbe cadere su 4 o nella A4.

Le dimostrazioni, in questi due casi, gia svolte da ProcrLo, si
ottengono da quella data da Euclide, con alcune lievi semplifica-
zioni.

Si noti che in questa proposizione (35) compare per la prima
volta la parola eguale usata in un nuovo senso.

Volendo evitare I’ambiguita, gli scrittori moderni hanno propo-
sto, e sembra questa la via preferibile, di introdurre un nuovo
concetto astratto, il concetto di area, dicendo cio¢ che i due paral-
lelogrammi hanno eguale area, o sono eguali in area.

Lecenpre invece nella sua Géométrie (quatrieme édition, Paris,
1802, note I p. 274) propone di chiamar equivalenti i due paralle-
logrammi. Questa denominazione spesso seguita in trattati mo-
derni; ha I’inconveniente di moltiplicare eccessivamente le propo-
sizioni. Bisogna in tal caso ripetere per enti equivalenti le nozioni
comuni (C1), (C2), (C3). Ed anche cessa in qualche caso la vali-
dita della (C2), poiché a triangoli eguali aggiungendo triangoli
eguali si possono ottenere parallelogrammi non piu eguali ma ap-
pena equivalenti.

Si noti infine che nella dimostrazione della (35) non occorre
I’uso della (C3) quando E cade tra 4 e 4, ma basta la sola (C2).

E stato dimostrato che si pud sempre ricondursi a questo caso,
ed essere sufficiente 1’'uso della (C2) (la quale afferma che ag-
giungendo aree eguali ad aree eguali si hanno aree eguali), pur-
ché si introduca un postulato (formulato da ArcHimEDE, Quadra-
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Poiché infatti ABI/A ¢ un parallelogrammo, A4 ¢ uguale
a BI' (34). E per la stessa ragione anche EZ ¢ eguale a
BI'. Quindi anche A4 ¢ eguale a EZ (C1). Ed ancora la
AE ¢ comune; dunque tutta la AE ¢ eguale a tutta la 4Z
(C2). Ma ancora,

A A F Z AB ¢ eguale a AI'
(34); dunque le

due EA, AB sono

H eguali alle due Z4,

Al ciascuna a cia-

scuna; e l’angolo

B r A" ¢ eguale
all’angolo EAB, I’esterno all’interno (29). Dunque la ba-
se EB ¢ eguale alla base /'Z, ed il triangolo EAB sara an-

tura della parabola 11 ed. Heiberg vol. 2 p. 265), di cui Euclide
non fa uso, il quale dice in sostanza che date due aree diseguali si
puo trovare un numero # tale, che n volte la minore superi la
maggiore.

Si ¢ costruita cosi una teoria dell’ equivalenza, od eguaglianza
addittiva delle aree delle figure piane, per opera di W. Borval,
DunamEL, DE Zorr,... Essa ¢ adoperata in varii trattati scolastici
italiani moderni.

Si veda per una esposizione completa, 1’articolo di U. AmaLbi,
Sulla teoria dell’equivalenza, nelle Questioni riguardanti la Geo-
metria Elementare, Bologna, 11 ed. 1910.

Questa teoria ¢ senza dubbio interessante ed elegante. Essa pe-
ro sembra assai piu artificiosa di quella Euclidea, non essendovi
ragione per non introdurre nell’insegnamento fin da principio an-
che la nozione comune (C 3).

Euclide I’adopera fin da principio; cft. le prop. (2), (5)...
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che eguale al triangolo 4Z1" (4).

Si tolga AHE, comune. Dunque il restante trapezio
ABHA ¢ eguale al restante trapezio EHIZ (C3). Si ag-
giunga 1l triangolo HBI", comune. Dunque tutto il paral-
lelogrammo ABIA ¢ eguale a tutto il parallelogrammo
EBIZ.

Dunque, i parallelogrammi sulla stessa base, etc. c.

d. d.

36. — Parallelogrammi su basi eguali e nelle stesse
parallele sono eguali tra loro.

A A E & Siano i paralle-

logrammi  ABIA,

EZHO su le basi

eguali BI, ZH e

nelle stesse paral-

lele A®, BH. Dico

B r 2 Hche il paralle-
logramma ABI/A ¢ eguale a EZHO.

Si conducano infatti BE, I'®. Poiché BI' ¢ eguale a
ZH e ZH ¢ eguale ad E®, anche Bl ¢ eguale a £EO (C1).
Ma esse sono anche parallele, e le EB, OI" le congiungo-
no. Ma le congiungenti dalla stessa parte di rette eguali
e parallele sono anch’esse parallele (33). Percio EBI'® ¢
un parallelogramma (34), ed esso ancora eguale a ABIA,
poiché hanno la stessa base BI" e sono nelle stesse paral-
lele (35), BI', A®. Per la stessa ragione EZHO ¢ eguale
allo stesso EBI'®. Percio anche il parallelogrammo
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ABIA ¢ eguale a EZHO (C1).
Dunque parallelogrammi su basi eguali etc. c. d. d.

37. — Triangoli che sono sulla stessa base e nelle
stesse parallele sono eguali tra loro.*

Siano 1 triangoli ABI", ABI  sulla stessa base Bl e nel-
le stesse parallele 44, BI'. Dico che il triangolo ABI ¢
eguale al triangolo 4BI".

44 Questa proposizione e la precedente mostrano come due fi-
gure piane possono aver la stessa area, senza aver lo stesso peri-
metro.

Il credere che il perimetro possa dare un’idea dell’area di una
superficie, sembra esser stato un errore comune tra gli antichi
scrittori ignari di matematica. Tuciipg, VI, 1, stima I’area della
Sicilia dal tempo occorrente a navigarle intorno. Prinio, VI, 208,
per confrontare le diverse parti del mondo dice: «aptissime....
spectabitur ad longitudinem latitudine addita». QuiNTILIANO,
Institutiones oratoriae, 1, cap. X, 39-52, dice: «De Geometria....
Falsa quoque veris similia geometria ratione deprehendit... Nan
quis non ita proponenti credat: Quorum locorum estremae lineae
eandem mensuram colligunt, eorumque spatio quoque, quod his
lineis continetur par sit necesse est? At id falsum est. Nam
plurimum refert cuius formae sit ille circuitus; reprehensique a
geometris sunt historici, quia magnitudinem insularum satis
significari navigationis ambitu crediderunt». QuINTILIANO enuncia
poi correttamente vari teoremi geometrici, ricordando che il cir-
colo ¢ la figura piana di area massima, tra quelle aventi lo stesso
perimetro, e ricorre, per convincere i non geometri, ad un esem-
pio numerico osservando che un quadrato avente per lato 10 passi
ed 1 rettangoli aventi per lati 15x5, ovvero 19%1 passi, hanno lo
stesso perimetro, ma ’area assai diversa.
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Si prolunghi 44 da ognuna delle due parti, verso E, Z;
da B si conduca la BE parallela alla /4, e da /" si condu-
ca la I'Z parallela alla B4 (31).

Dunque EBIA, ABI'Z sono entrambi parallelogrammi,
e sono eguali, poiché sono sulla stessa base BI" ¢ nelle

A A stesse pa-

B Z rallele BI ,

EZ  (35).

Ed ancora

il triangolo

B r ABI' ¢ la

meta  del

parallelogramma EBIA, poiché il diametro AB divide

questo per meta (34). Poi anche il triangolo 4BI" ¢ la

meta del parallelogramma ABZI poiché anche il diame-

tro A" lo divide in due parti eguali. Dunque il triangolo
ABI’ ¢ eguale al triangolo 4BI".

Dunque triangoli che sono sulla stessa base etc. c. d.

d.

38. — Triangoli che sono su basi eguali e nelle stesse
parallele sono eguali tra loro.

Siano 1 triangoli ABI', AEZ sulle basi eguali BI', EZ e
nelle stesse parallele BZ, A4. Dico che il triangolo ABI”
¢ eguale al triangolo 4EZ.

Si prolunghi infatti A4 da ognuna delle due parti ver-
so H, O e per B si conduca alla /4 la parallela BH, e per
Z alla AE la parallela Z® (31).
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Ognuno dei due HBIA, AEZ® ¢ dunque un paralle-
logrammo. Ed ¢ HBIA eguale a AEZ®. Poiché sono su
basi eguali BI', EZ e nelle stesse parallele BZ, HO (36).

H A A Ma il trian-
golo ABI' ¢
meta  del
paralle-
logrammo
HBIA; 1n-

B r E Z fatti il dia-
metro AB lo divide per meta (34). Ed il triangolo ZEA ¢
meta del parallelogrammo 4EZ@; infatti il diametro 4Z
lo divide per meta (34). Dunque il triangolo ABI" ¢
eguale al triangolo 4EZ.

Dunque, i triangoli che sono su basi eguali, etc., c. d.
d.

39. — Triangoli eguali che sono sulla stessa base e
dalla stessa parte, sono anche nelle stesse parallele.

A A Siano 1 triangoli
eguali ABI", ABI sul-
la stessa base BI, e
dalla stessa parte di
BI'. Dico che sono
anche nelle stesse
B T" parallele.
Si conduca infatti la 44. Dico che A4 ¢ parallela alla
BI'.
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Se infatti non ¢, si conduca per il punto A alla retta
BI' la parallela AE (31), e st congiunga la EI". Allora il
triangolo ABI" ¢ eguale al triangolo EBI", poiché ¢ sulla
stessa base B/ di esso, e nelle stesse parallele (37). Ma
ABI ¢ eguale ABI'; dunque anche ABI" ¢ eguale a EBI’
(C1), 1l maggiore al minore, il che ¢ impossibile. Dun-
que AE non ¢ parallela a B/". Similmente dimostreremo
che nessun’altra eccetto A4 ¢ parallela. Dunque A4 ¢
parallela a BI".

Dunque, triangoli eguali, etc. c. d. d.

40. — [Triangoli eguali su basi eguali e dalla stessa
parte sono anche nelle stesse parallele].®

41. — Se un parallelogrammo ha la stessa base di un
triangolo, ed e nelle stesse parallele, il parallelogram-
mo e doppio del triangolo.

Abbia infatti il parallelogrammo ABIA la stessa base
BI" del triangolo EBI e sia nelle stesse parallele B/, AE.
Dico che il parallelogrammo AB/A ¢ doppio del triango-
lo BET'.

45 Questa proposizione non si trovava nel testo originario, ed
¢ stata aggiunta da qualche commentatore. Cosi ha provato
HeserG (Hermes, XXXVIII, 1903, p. 50) adoperando un papiro
scoperto al Fayum (Fayim Towns and their papyri, p. 96 n. IX).

E da notarsi che il Tartaglia nella sua bella edizione di Euclide
sente il bisogno di modificare la dimostrazione. La dimostrazione
si conduce come quella della (39). La (40) non ha nessun uso nel
seguito degli Elementi.
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A A H Si  conduca
infatti la A7 11
triangolo ABI’
¢ allora eguale
al  triangolo
EBI;  poiché
essi sono sulla
stessa base BI’

B L e nelle stesse
parallele BI', AE (37). Ma il parallelogrammo ABIA ¢
doppio del triangolo ABI", poiché il diametro A/ lo divi-
de per meta (34). Dunque anche il parallelogrammo
ABIA ¢ doppio del triangolo EBI.

Dunque, se un parallelogrammo, etc. c. d. d.

42. — Costruire in un dato angolo rettilineo un pa-
rallelogrammo eguale ad un dato triangolo.

Sia ABI' il

A triangolo da-
A 2 = to, e A

I’angolo ret-
tilineo dato.
Si deve allo-
ra costruire
nell’angolo
B B e A un paralle-
logrammo

eguale al triangolo ABI".



Si divida la BI"per meta in £ (10), e si conduca la AE,
e sulla retta £/ nel punto £ di essa si costruisca I’angolo
ZEI eguale all’angolo 4 (23), e per A si conduca la AH
parallela ad EI"(31), e per I'la I'H parallela ad EZ. Dun-
que ZEI'H ¢ un parallelogrammo. E poiché BE ¢ eguale
ad ET, il triangolo ABE ¢ eguale al triangolo AET’, poi-
ché sono su basi eguali BE, EI" e tra le stesse parallele
BI" AH (38). Dunque il triangolo ABI" ¢ doppio del trian-
golo AET". Ma anche il parallelogrammo ZET'H ¢ doppio
del triangolo AET", perché ha la stessa base ed ¢ nelle
stesse parallele (41).

Dunque il parallelogrammo ZEI'H ¢ eguale al trian-
golo ABI" ed ha I’angolo I'EZ eguale all’angolo dato 4.

Dunque si ¢ costruito nell’angolo I'EZ, che ¢ eguale
all’angolo 4, il parallelogrammo ZET'H, eguale al trian-
golo dato ABIc. d. f.

43. — In ogni parallelogrammo i complementi dei
parallelogrammi intorno al diametro sono eguali tra lo-
ro.

Sia il parallelogrammo ABIA e il diametro di esso A7,
e intorno alla diagonale 47" siano i parallelogrammi E®,
HZ. E siano BK, KA quelli che si chiamano complemen-
ti. Dico che il complemento BK ¢ eguale al complemen-
to KA.

Poiché infatti ABIA ¢ un parallelogrammo, ed A" un
diametro di esso, il triangolo ABI" ¢ eguale al triangolo
AIA (34). Ed ancora, poiché E® ¢ un parallelogrammo,

82



e un diametro di esso ¢ 4K, il triangolo AEK ¢ eguale al
triangolo A@K. E per la stessa ragione anche il triangolo
KZI' ¢ eguale al triangolo KHI" (34). Poiché dunque il
triangolo AEK ¢ eguale al triangolo AOK, e KZI"a KHT,
il triangolo AEK col triangolo KHT', ¢ eguale al triango-
lo AOK col triangolo KZI' (C2).

A © A Ma tutto il tri-
angolo ABI" ¢
eguale a tutto
AAL. Dunque il
resto, il comple-
mento BK, ¢
eguale al resto, il
B H T complemento KA

(C3).
Dunque, in ogni parallelogrammo, etc. c. d. d.

E IS 7

44, — Ad una retta data, in un angolo rettilineo dato,
applicare un parallelogrammo eguale ad un triangolo
dato.

Sia AB la retta data, /" 1l triangolo dato e 4 I’angolo
rettilineo dato. Si deve allora alla retta data 4B, in un
angolo eguale a 4, applicare un parallelogrammo eguale
al triangolo 7.

Si costruisca il parallelogrammo BEZH eguale al tri-
angolo I, nell’angolo EBH, il quale sia eguale all’ango-
lo 4 (42); e si ponga in modo che la BE sia per diritto al-
la AB; e si prolunghi la ZH in O, e per 4 si conduca la
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A0 parallela ad ognuna delle due BH, EZ (31), e si con-
duca la @B. Poiché la @Z cade sulle due parallele 40,
EZ, gli angoli AO®Z , OZE sono eguali a due retti (29);
percio gli angoli BOH, HZE son minori di due retti. Ma
due rette [le quali incontrate da una terza] fanno gli an-
goli [interni e dalla stessa parte] minori di due retti, pro-
lungate all’infinito si incontrano (P5). Dunque le @B,
ZE prolungate si incontreranno.

Si prolunghino, e si

incontrino in K, e per K
A si conduca la K4 paral-
lela ad entrambe le EA,
Z0 e si prolunghino le
Z E K

©A, HB fino ai punti, 4,
M.

Dunque @OAKZ € un
parallelogrammo, ©OK
un suo diametro, e intor-

L B M no a OK i paralle-
/ logrammi AH, ME, e
® A A quelli che si chiamano

complementi, AB, BZ.
Dunque 4B ¢ eguale a BZ (48).

Ma BZ ¢ eguale al triangolo /" dunque anche 4B ¢
eguale a /" (C1). E poiché I’angolo HBE ¢ eguale a ABM
(15), e HBE ¢ eguale a 4, dunque anche ABM ¢ eguale
all’angolo 4.

Dunque alla retta data AB, nell’angolo A4BM che ¢
eguale a 4, ¢ stato applicato il parallelogrammo 4B,
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eguale al triangolo 7" c. d. f.

45. — Costruire un parallelogrammo eguale ad una
data figura rettilinea, in un angolo rettilineo dato.*

Sia ABIA la figura rettilinea data, e sia £ 1’angolo ret-
tilineo dato. Si deve allora costruire un parallelogram-
mo, nel dato angolo E eguale alla figura rettilinea ABIA.

A Si conduca la 4B, e si co-

struisca un parallelogrammo

r Z0 nell’angolo @KZ che sia
eguale all’angolo £ (42).

E alla retta HO si appli-

é chi il parallelogrammo HM

A
nell’angolo HOM che sia
2 H A eguale all’angolo E (44)."
K

B
E poiché I’angolo E ¢
eguale ad ognuno dei due
& M

OKZ, HOM, anche OKZ ¢
eguale a HOM. Si aggiunge
KO®H, comune. Dunque

46 Le proposizioni (42), (44), (45) risolvono tre problemi (cia-
scuno dei quali ¢ pit generale del precedente), relativi alla tra-
sformazione delle figure piane. La (45) insegna a trasformare una
qualunque figura rettilinea (poligono), in un parallelogrammo,
avente un angolo dato ed una base data. Si possono quindi cosi
trovare la somma o la differenza di due figure piane.

Soltanto nella (14) del libro II, Euclide insegnera a trasformare
un rettangolo, ovvero una qualunque figura piana in un quadrato.

47 Cosi il testo nella traduzione del Vacca. Per una piu com-
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ZK®, KOH sono eguali a KOH, HOM (C2). Ma ZK0O,
KO®H sono eguali a due retti (29), dunque anche KOH,
HOM sono eguali a due retti (C1). Dunque ad una retta
HO ed al punto @ di essa, le due rette K&, ©®M, non po-
ste dalla stessa parte, fanno gli angoli adiacenti eguali a
due retti; dunque K@ ¢ per diritto alla OM (14). E poi-
ché la retta @H cade sulle due parallele KM, ZH, gli an-
goli alterni MOH, ®HZ sono eguali tra loro (29). Si ag-
giunga ®HA comune, Allora MOH, ®HA sono eguali a
OHZ, ©OHA. Ma MOH, ©®HA sono eguali a due retti
(29). Dunque anche ©®HZ, ®HA sono

T eguali a due retti. Dunque la ZH ¢
per diritto alla HA (14). E poiche ZK

¢ eguale e parallela a OH (34), ed

anche @®H ad M/, anche la KZ ¢

eguale e parallela alla MA. E le con-

A | giungono le rette KM, ZA. Dunque
anche le KM, ZA sono eguali e paral-
lele (30). Dunque KZAM ¢ un paral-
lelogrammo. E poiché il triangolo
ABA ¢ eguale al parallelogrammo
70, e ABI' ¢ eguale a HM, dunque
A B tutta la figura rettilinea ABIA ¢ egua-

pleta traduzione del testo greco si dovrebbe leggere "Si conduca
la 4B, e si costruisca un parallelogrammo Z@ eguale al triangolo
ABA nell’angolo OKZ che sia eguale all’angolo E (42). E alla ret-
ta HO si applichi il parallelogrammo HM eguale al triangolo ABI”
nell’angolo HOM che sia eguale all’angolo £ [Nota per I'edizione
digitale Manuzio].
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le al parallelogrammo KZAM.

Dunque nell’angolo ZKM , che ¢ eguale all’angolo
dato E, si ¢ costruito il parallelogrammo KZAM eguale
alla data figura rettilinea ABI/4; c. d. f.

46. — Su una retta data descrivere un quadrato.”

Sia AB la retta data; si deve allora sulla retta AB de-
scrivere un quadrato.

Si conduca alla retta AB, dal punto 4 su di essa la A"
ad angolo retto (11),e si ponga A4 eguale alla AB. E per
il punto 4 si conduca la AFE parallela alla 4B, e dal punto
B la BE parallela alla A4 (31).

Dunque AAEB ¢ un parallelogramma, quindi la 4B ¢
eguale alla AF, e la A4 alla BE (34); ma AB ¢ eguale alla
A4; dunque le quattro BA, A4, AE, EB sono eguali tra
loro (C1); dunque il parallelogramma AAEB ¢ equilate-
10.

Dico che ¢ anche rettangolo. Poiché infatti la retta A4
cade sulle parallele AB, AE, 1 due angoli BAA4, AAE sono
eguali a due retti (29). Ma BAA4 ¢ retto, dunque lo ¢ an-
che A4E. Ma in uno spazio parallelogrammo 1 lati e gli
angoli opposti sono eguali tra loro (34). Dunque son ret-
ti ognuno degli angoli opposti ABE, BEA.

48 Nella (1) Euclide aveva insegnato a costruire un triangolo
equilatero.

Nelle (11), (15), (16), del libro quarto insegnera a costruire un
pentagono regolare, un esagono regolare, ed un pentadecagono
regolare.

87



Dunque A4EB ¢ rettangolo. E gia si ¢ dimostrato che
¢ equilatero. Dunque ¢ un quadrato (T22), ed ¢ descritto
sulla retta AB.

47. — Nei triangoli rettangoli, il quadrato del lato
che sottende [’angolo retto, e eguale ai quadrati dei lati
che comprendono I’angolo retto.”

49 Procro osserva che la tradizione attribuisce questo teorema
a Pitacora, il quale avrebbe sacrificato un bue agli Dei per questa
scoperta.

Prutarco (Non posse suaviter vivi secundum Epicurum c. 11),
Diogene Laerzio (VIIL, 12) ed Ateneo (X, 13) son concordi
nell’attribuire a Pitagora questa proposizione.

Essa ¢ pero forse, assai pit antica almeno in un caso semplice,
quello in cui 1 cateti del triangolo rettangolo sono 3, 4 e quindi
I’ipotenusa 5.

In un frammento di papiro della XII dinastia egiziana, scoperto
a Kahun, M. Cantor (4rchiv. d. Math. u. Phys., VIIL. 1905, p. 66)
ha trovato I’eguaglianza 3*+2°=5 scritta in vari modi.

Forse anche gli antichi Babilonesi conoscevano questo risulta-
to, sebbene esso non sia ancora stato ritrovato esplicitamente nei
documenti pervenuti fino a noi. (Cfr. M. Cantor, Gesch. d. Math.,
111, ed., 1907, p. 49, 50).

Infine anche I’antico astronomo ed astrologo cinese il Duca
Chou (pronuncia Ciou), zio del re Wu (1100 av. Cr.), si servi della
eguaglianza 3°+2°=5%, che dimostro per mezzo di questa semplice
figura (osservando cio¢ che il quadrato dell’ipotenusa si ottiene
togliendo dal quadrato circoscritto 49, i quattro triangoli rettango-
li esterni, ovvero due rettangoli 3x4, ossia 49-24=25), e si servi
di questo risultato per costruire un angolo retto.

E cosi si fa oggi ancor talvolta in agrimensura, o in topografia
quando non si possieda uno strumento piu preciso. Si costruisce
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Sia 1l triangolo rettangolo ABI’
avente I’angolo retto BAI". Dico che il =
quadrato di BI" ¢ eguale ai quadrati di |
BA, AT'. X

Si costruisca infatti su B/"il quadra-
to BAEI', e su BA, AI', 1 quadrati HB,
OI" (46), e per A si conduca la A4 pa-

rallela ad ognuna
® delle due BA, IE
(31); e st congiunga-

no le A4, ZI'.
K E poiché¢ ognuno
H dei due angoli BAT,
BAH ¢ retto, dunque
con una retta BA, ¢
nel punto 4 di essa,
B r le due rette AI', AH,
non poste dalla stes-
sa parte, fanno gli
angoli adiacenti
eguali a due retti
(14). Dunque 74 ¢

A A E

con un filo teso e ripiegato, un triangolo di lati, 3, 4, 5, e si ha co-
si un angolo retto (48).

Di questo teorema che si chiama ordinariamente di Pitagora
son state date interessanti ed assai varie dimostrazioni.

Son notevoli tra le altre, una di Parro (IV, p. 177), una dell’ara-
bo TuaBiT BN QUrRrRA (826-901 d. Cr.), una trovata nei mss. di
LeonarDO DA Vinet (1452-1519). Cfr. Hearn, vol. 1 p. 364-368.
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per diritto alla AH. E per la stessa ragione BA ¢ per dirit-
to alla AO.

E poiché I’angolo ABI" ¢ eguale all’angolo ZBA, per-
ché ognuno di essi ¢ retto, si aggiunga ABI’, comune.
Allora tutto 4BA ¢ eguale a tutto ZBI" (C2).

E poiché 4B ¢ eguale a BI'e ZB a BA (T22) dunque le
due 4B, BA sono eguali alle due ZB, BI', ciascuna a cia-
scuna e I’angolo 4BA ¢ eguale all’angolo ZBI". Allora la
base A4 ¢ eguale alla base ZI", ed il triangolo ABA ¢
eguale al triangolo ZBI" (4).

E il parallelogrammo BA ¢ doppio del triangolo 484,
poiché hanno la stessa base B4 e sono nelle stesse paral-
lele BA, A4 (41). Ed ancora, il quadrato HB ¢ doppio del
triangolo ZBI', poiché hanno la stessa base ZB e sono
nelle stesse parallele ZB, HI' (41). Dunque il paralle-
logrammo B/ ¢ eguale al quadrato HB.

Similmente, congiunte le AE, BK, si dimostrera che
anche il parallelogrammo /4 ¢ eguale al quadrato OF.

Dunque tutto il quadrato BAEI" ¢ eguale ai due qua-
drati HB, ©I' (C2). Ed il quadrato BAEI" ¢ costruito su
BI' ed i quadrati HB, O su le BA, AI'. Dunque il qua-
drato del lato BI" ¢ eguale ai quadrati dei lati BA, Al

Dunque, nei triangoli rettangoli, etc. c. d. d.

48. — Se in un triangolo il quadrato di un lato e
eguale ai quadrati dei due restanti lati del triangolo,
[’angolo compreso dai due restanti lati del triangolo e
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retto.

Infatti nel triangolo ABI" sia il quadrato del lato BI”
eguale ai quadrati dei lati BA, AI'. Dico che 1’angolo
BAI ¢ retto.

Si conduca infatti dal punto 4 la retta A4 ad angolo
retto alla A" (11) e si ponga la A4 eguale alla BA, e si
congiunga la A7

Poiché la 44 ¢ eguale alla 4B, il quadrato della 44 ¢
eguale al quadrato della AB. Si aggiunga il quadrato del-
la A" comune. I quadrati di 44, AI" sono dunque eguali
ai quadrati di B4, AI" (C2). Ma il quadrato di 47" ¢ egua-
le ai quadrati di 44, AI, infatti ’angolo 4AI" ¢ retto
(47); ed il quadrato di BI” ¢ eguale ai quadrati di BA, AT,

50 In questa dimostrazione EucLipE ammette che: se due qua-
drati sono eguali, sono eguali anche le loro basi. Gia ProcLo ave-
va sentito il bisogno di dimostrare questa proposizione, e la sua
inversa, e piu recentemente DE MorGan (Companion to the Al-
manac for 1849, p. 8) aveva pure proposto di introdurle dopo la
(46).

Ma la verita della inversa, cio€: sono eguali i quadrati costrui-
ti su basi eguali si deduce colla semplice applicazione di un prin-
cipio logico il quale dice che: se su due enti eguali si eseguisce la
stessa operazione, i risultati sono eguali (cfr. PEano, Aritmetica
etc. p. 49).

La proposizione diretta si dimostra subito osservando che se
due rette sono diseguali, i quadrati costruiti su di esse sono dise-
guali, e quindi con una semplice regola di logica (enunciata nella
nota alla (18), p. 50) si deduce la proposizione. Queste osserva-
zioni possono spiegare perché Euclide non abbia creduto opportu-
no enunciare esplicitamente le due proposizioni.
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ci0 infatti si ¢ supposto. Dunque anche il quadrato di 47”
I ¢ eguale al quadrato di BI" (C 1),
percio anche la AI" ¢ eguale alla
BI'. Ma poiché anche la 44 ¢ egua-
le alla AB, e la AI' ¢ comune, le due
AA, Al sono eguali alle due BA, AI’
e la base 47" ¢ eguale alla base BI,
dunque [D’angolo 4AI' ¢ eguale
all’angolo BAI (8). Ma AAI ¢ ret-
A A B to, dunque anche BAI ¢ retto.
Se dunque, in un triangolo, etc. c. d. d.
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toilc avtoig evdeiong toig Al I'B dAlon 600 egvdeion ai
AA, AB fool €katéga €KatéQq CLUVECTATMOOV TEOG
A kol AL onueio @ te I’ kol A €rl Td oot uéon
0 ot TEQuTaL Eyovoat, Gote Tonv etvar v pév IA T
AA 10 o010 TTEQOC EYovcav avti) T0 A, v 6¢ I'B 1] AB
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10 0010 TEQMG Exovoay avti) TO B, xai énelevydSw 1 T'A.

"Enei oOv Ton dotiv 1] AT 1fj AA, Ton 8oti koi yovia 1
oo ATA 1) vmo AAT peilov doa 11 VO AAT THg Vo
AI'B* moAA®d Goa 1) oo TAB peilov €oti )¢ vmo AI'B.
nélv €neil Ton €otiv 1 I'B 1] AB, ion €oti kal yovia 1
oo TAB yovig tf) 0o AI'B. €0elydn 0& avtig kol
ToAAG peilov: 6mep €otiv AdHVaTOV.

Ovk Goa éml tfig avtiig evdeiog OVO TOig avTAig
evdelog dAlon O0vo evdeion ool éxotépa EKATEQQ
cvoTadnoovtol mEOGE dAA® Kol GAA® onueio €ml ta
avta péon Ta avTd méQato £yovoal ToAg €& AQYRC
evdeiong Omep ot HeTEa.

r

n.

‘Eav 600 toiyovae T0g 000 TALVQUS 0V0 TAEVQUIS
loog &M éxatégav EKatéQQ, £xn 0¢ Kai TNV Pacwy Tij
Baocer ionv, kot Tv yoviav Ti] yovig tonv £Eel v
V70 TOV IV 031DV TEQIEYONEVT V.

"Eotm 600 toiyova ta ABI, AEZ tac¢ 600 mhevodc
10¢ AB, Al taig 600 mievpais taig AE, AZ Toag &yovta
exatépav £katépq, v uev AB i) AE v 0¢ AT 11y AZ-
Exétm 0¢ xai Pdov v BI' Bacel 1] EZ {onv: Aéym 61t
kol yovia 1 0mo BAT yovig ) ond EAZ éotiv o).

‘Epagpolopévov yap 100 ABIT torywvov énil 10 AEZ
tolywvov kol Tidepévov tod pev B onueiov éni 10 E
onueiov tig 0¢ BI' evdeiog ént v EZ €pappoocet kai to
I onueiov émi 10 Z &1d 10 ionv eivan v BT tfj EZ.
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gpapuocaong on tic BI' éni v EZ épappdcovaot kai ai
BA, TA éni 106 EA, AZ. €l yap Bdoic pev 11 BT €ni Baowv
mv EZ époapuoocet, ai 0&¢ BA, A" mhevgal €t tag EA,
AZ 00Kk gpapuocovcty aALd TaaAlacovoy g ai EH,
HZ, ovota9nocovion émi thg avtig gudeiog Vo TOiC
avTalc evdeiong dAlat 000 gvIeian ioat EKaTEQN EKATEQQ
TEOG dAA® Kol dAA® onueim émi Td adTd pHéEn Td T
népota  &yovcol. oV ouvviotovtalr 0&°  ovK (oo
gpapuolouévng tic BI' Pdoewg éni v EZ Bdotv ovk
gpapuocovot koi ai BA, A" mievoai énil tag EA, AZ.
gpapuocovoty doa dote koi yovia 1 Omd BATD émi
yoviav v oo EAZ épapudcet kai ion avti Eotat.

‘Eav doa 600 toiymva Tag 000 TAELEAG OVO TAELQAIG
{oag &ym Exatéav Ekatépa kai Vv Pdotv T Pdoet ionv
&xm, kol v yoviav T yovig ionv &l Vv VIO TAV
ooV evdeldv mepleyouévny: Ome €4t HeTéa.

9'.
Ty 003€loav yoviav e03VyQapupov olyo TENELY.

"Eoto 1 603€ica yovia edJ0ypappog 1 oo BATL o€l
On o TNV Olya TEUETV.

Eiledw érni tic AB tuydv onueiov 10 A, xoi
apnonodm anod thg Al 1f] AA ion 1 AE, kai éneledydo
N AE, xai ovveotdto €l thig AE tolywvov icomievgov
10 AEZ, xoi énelevydm 1 AZ Aéyw Ot 1 vmo BAT
yovia dlya tétunton Vo ThHg AZ gvdeiag.

‘Enei yap Ton €otiv 11 AA 1§ AE, ko) 6& 11 AZ, dvo
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on ai AA, AZ dvoi taig EA, AZ oo ciciv ékatépa
gxotéQq. Koi Baoig 11 AZ Bdaoet ) EZ ion éotiv: yovia
doa 1 VO AAZ yovig th Vo EAZ ion €otiv.

‘H dpa dodeica yovia evuypaupoc 11 vmo BAT diya
TETUNTOL VIO THS AZ e09¢iag Omep €4l oo,

l’
T1v 003€loav e0Ietav memeQaopuévny oo TENELY.

"Eotm 1 do9¢eioa evdeia memepaouévn 1 AB: Ol on
Vv AB g09¢€lav memegacuévny olya TeUETV.

Jvveotdto &n avthg Teiymvov icdmievpov 1O ABI,
kai tetunodw 1 Vo AI'B yovia diya th TA e09¢ig. Aéyw
ot AB gvd¢ia diya tétunron katd tO A onueiov.

‘Enei yap ion €otiv ) A" tf} I'B, xowvn) o€ 1 TA, dvo
on ai AI, TA d%o toic BI, TA oo eiciv €katépa
gxotéeq kol yovio 11 0mo ATA yovig T vno BI'A Ton
gotiv' Bdoic doa 1) AA Bacet tfi BA ion €ortiv.

‘H Goa dodcica evdeio memepaouévn 1 AB diya
téTuntol Kotd 10 A+ dmeQ £d€l motf\oal.

.
T 003¢eion €0deig amd TOV MEOS CVTH 003€EvTog
onueiov mEOg 0030¢ yowviag €0Ielav  yoopunv

ayoyev.

"Eoto 1 pév oodeica evdeia 1 AB 10 0& dodev
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onueiov én’ avtiic 10 I 06t o1 and tod ' onueiov T
AB e0d¢ig mpoOg 0090¢ ywviag €vdelay  yoouunv
ayayetv.

EiMoedo éni g A" tuyov onueiov 10 A, Kol KeioHm
M I'A ion M TE, xoi cvveotdto éni g AE toiymvov
ioomievpov 10 ZAE, xoi éneledydo 1N ZIL Aéywm Ott 1)
dodeion ev9eiq 1 AB dmd 100 mEOg avti d09évtog
onueiov 10d I' mdg 6p3ag yoviag evIela yoouun NKToL
n ZT.

‘Enei yap ion gotiv 1) A" 1) T'E, xowvn) 8¢ 1} I'Z, dvo
on ai AI, T'Z ovoi 1aig EI, T'Z ioon eloiv €katépa
gxotéeq Kol Baoic 1 AZ Baoel tf) ZE ion éotiv: yovia
doa 1 Vo AI'Z yovia T Vo ET'Z ion gotiv, kai giow
EpeEic. Otav O evdeia én” evIelav otadeion Tag EQeERc
yoviag Toog aAAMAoig mot], 09 Exatépo TOV icmv
YOVIBV €o0Tv: 009 Goa €oTiv €katépa TV Vo Al'Z,
Z1'E.

TR doa dodeion €v9eiq ) AB dmd t0D MEOG GTH
d03évtoc onueiov tod I' mEOC 0030¢ Ywviag evIeia
yooupn fktar 1 I'Z- 8nep Edet motfican.

15288
‘Eni v 003¢loav &vd€lav dmegov amo Tod
003¢évtog onueiov, 0 p éoTv €’ OOTHS, KAIETOV

gvJdeiav yoapupny ayayeiv.

"Eoto 1 pév dod€ica evdeion dmepog 1 AB, 10 08
d03ev onueiov, 0 un éotv En” avTh|g, T0 [ 0€l o1 &ml v
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dodeioav evdeiav Gmelpov v AB amd 100 d09€vToc
onueiov tod I, 6 pun éotv én” avtiic, kddetov evIeiav
YOOLLUTV GyayEy.

EiMedo yop émi ta €repa péon thc AB evdeiag
TUYOV oMueiov 10 A, Kail KéEviem uev 1@ I daotquatt 68
1@ T'A xoxAog yeypdeSw 0 EZH, kal tetunode 1 EH
evdeia diya xata 10 O, kai Eneledydwoav ai ['H, ',
['E evd¢€ionr Aéywm Oti €mi v dod€ioav evdeiav dnelpov
v AB dnd tod d03évtog onueiov tod I, 0 un éotv €’
avtiic, ké9etoc Nkton 1) 6.

‘Enel yap ion éotiv 1 HO 11} OF, vowvn o0& 11 OT, 600
on ai HO, O dvo taig EO, O ioo eioiv ékatéoa
éxotépq Koi Baoic 1 I'H PBaoer tfi TE €otiv ion” yovia
doa 1 Vo 'OH yovig T Ono EGI éotiv iom, Kai giov
EpeEic. Otav O evdeia én” evIeilav otadeion Tag EQeERC
yoviag Toog aAAMAoLGg mot], 09 Exatépo TOV icmv
Yyovidv €otv, Kol 1) €peotnkvio evdelon  KAYETOG
KOAETTOL €0 TV EQECTNKEV.

‘Enti v do09¢€ioav doa e09€iav dnepov v AB danod
100 d03€évtog onueiov tod I, 0 un €otv €n’ avthg,
Ké9etoc nkton 1) 'O dmep £l morfjoa.

.

‘Eav g03¢lo én’ €0delav otadeioco yoviag moriy,
fTol V0 003 0¢ 1} dvsiv 003aic loug Tou|oeL.

Evd¢€ia ydo tic 1 AB én” e0d€iav v T'A otodeica
yoviag moteitw tag vVmo 'BA, ABA. Aéyw, 61t ai V1o
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I'BA, ABA yoviot fjitot 000 0pdai gictv 1 dvciv 00%0ic
{oat.

Ei uév odv ion éotiv 1) Omd I'BA 1§ vmd0 ABA, dvo
009ai giow. i 0 ob, MyYw amd tod B onueiov 11 TA
1eo¢ 00%a¢ 1 BE' ai dpa vmo I'BE, EBA dvo 6pSai
elowv’ kal €nei 1) o I'BE dvet taig vmo 'BA, ABE ion
€o01iv, ko meookeicIw 1 vVtd EBA- ai dpa Ond I'BE,
EBA o151 toic Ono I'BA, ABE, EBA oo giciv. maAy,
énei 1 VO ABA dvoi taic vnd ABE, EBA ion €otiv,
Ko meookeicIw 1 Vo ABI™ ai dpa vtdo ABA, ABT
totol taig Vo ABE, EBA, ABI iocau ioiv. €dsiydnoav
0¢ kai ai vo I'BE, EBA o101 10 avtais icar ta 6& 1@
avT® ioa Kol AAANA01G éotiv o kai ai Vo 'BE, EBA
doa taic vmo ABA, ABI iocou giciv: dALd ai Omdo T'BE,
EBA dvo 0p9ai icwv: xai ai vmo ABA, ABI' doa dvoiv
0090 ioon eioiv.

‘Eav oo e0deio €n’ ed9elav otadeico yoviag mot),
fitot dVo 034G 1| dvciv 60ddic Toag momoel dmep ot
detoa.

10,
‘Eav mpog Tivt €03€lg kol T® mEOS 0VTi] onuei®
000 €0JeTaL pun €ml 10 00TO pEPN Kelpevar Tag £QEETS
yoviag oveiv 0030l ioog mow®oly, én’ evdeiog

£oovrtan aAAAois ai evdetan.

[Tpog ydip Tvi evdeiq Tff AB kai 1® meog avtThi onuei
@ B 600 €09¢iow ai BI, BA un émi ta oot péom
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Kelpevar tag €pecng yoviag tag vmo ABI, ABA dvo
009aic Tooc moleitwoay. Aéym Ot én e0deiag oti Th
I'B 1i BA.

Eil yap un éott ) BI' én” evdeiag 1 BA, Eoto 1) ['B
én’ evdeiog 1 BE.

‘Enei oov e09¢io 11 AB én’ e09¢iov v I'BE
gpéotnkev, ai doa Vo ABI, ABE yovior dvo 609aic
foot gioiv: gioi 0¢ kai ai Vo ABI, ABA dvo 6p3dig icat
ai doa vmd I'BA, ABE taic vno 'BA, ABA o &ioiv.
Kown depnonodm 1 vmo I'BA- Aoutny doa 11 vmd ABE
Aoutf) 1] VO ABA £otiv iom, 1 éldccov T peilovt
Omep otiv adhvatov: ovk dipa én’ evdeiag €otiv 11 BE
) I'B. opoimg on deilopev, 61t 00O GAAN TIC TANV THG
BA- én’ e09¢iag doa €otiv 11 I'B 11] BA.

‘Eav doa meog Tivt €09eig Kol T@ mEOg oTh onUeim
ovo e€bdelon un €ml avtd puéem Keipevor toc €PeENG
yoviag dvoiv 0p%aic icag mowdoty, én’ evdeiag Ecovtal
aAAAig ol evdeion dmep £0et deTE.

e,
‘Eav 600 gvdeion tépvoowy GAlniog, TOS KOTO
KOQUOT|V YOVIOG 1005 GAM|A0LS TOLOVGLY.

Avo yap e09€ion ai AB, TA tepvétmoay dAAMANG KaTh
10 E onueiov. Aéym 611 Ton otiv 1| pév vmo AET yovia
) V0 AEB, 1 6¢ Omo I'EB 11} 010 AEA.

‘Eneil yop €09€ia 1 AE én’ evd€iav v T'A épéotnke
yoviag motovoo tag Vo 'EA, AEA, ai doa oo TEA,
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AEA yoviot dvoiv 0p9aic oot giciv. maAy, €nel gvdeia
N AE én” e09¢€iav mv AB €péotnke yoviog molodoa Tog
oo AEA, AEB, ai doa vtdo AEA, AEB yoviot dvoiv
0090aic Toon eloiv. &deiydnoav o¢ xai ai vmwo 'EA, AEA
dvotv 0pdaic icar ai doa Vo 'EA, AEA 1aig vmo AEA,
AEB 1ot gictv. kown daenoencdom 1 vmwo AEA" Aourn doa
n Vo 'EA dowrfy tf} vnd BEA ion éotiv: opoimg om
deydnoetan, 6t kai ai Vo 'EB, AEA oot gioiv.

‘Eav doa. dvo eddeion TEuvmoty AAANANG, TAG KOTA KO-
LNV Yoviog Toag dAANAog Tolodoy: dme E0et OTEau.

6.

Havtog TOLY(DVOV pag TOV TAEVQOV
noooekPindeiong 1 £KTOC YOVia EKATEQAS TOV £VTOG
KOU A7TEVAVTIOV YOVIOV peilmv £oTiv.

"Eoto totywvov 10 ABI, kai mpocekPepfAncdm avtod
uia mievpd 1 BIN €nil 10 A. A&yw, 0Tt 1 €KTOG Yovio N
omo AIA pellov €otiv  €katépag T®V £€viog kol
amevovtiov t@v vmo 'BA, BAT yovidv.

Tetunodm 1 AT diya kata 10 E, kai émlevydeioa N
BE éxBepfnocdm én’ evudeiog émi 10 Z, xoi keiodw 1§} BE
ion M EZ, kai énelevydm 1 ZI, kai omydm 1 Al €ni 1o H.

"Enei obv ion éotiv 1 pév AE i EI 1| 8¢ BE i} EZ,
dvo on ai AE, EB dvoi taic I'E, EZ Toa giciv éxatépa
éxatéoq” Kol yovia 1 vrdo AEB yovia th vno ZEI ion
€oTiv’ Katd KoQuenV yao' Bacig doa 1 AB Bdaoet 11 ZI'
ion gortiv, xai 10 ABE 1oiyovov 1@ ZET to1ydve €otiv
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foov, Kai ai Aoural yoviot Toig Aowmaig yoviog ioot eiciv
EKOTEQO EKOTEQQ, VO AC ol Toal mAeveal VToTeivovov*
ion Goa éotiv 1) V0 BAE 1§} b0 ET'Z. peilov 6 éotv 1)
oo ET'A tiic vno EI'Z: peilov doa 1 vmo ATA tiig ¥mo
BAE. ‘Opoiwg o1 tiic BI' tetunuévng diya derydnoetan
kai 11 Vo BI'H, toutéotiv 11 vmo ATA, peilov kol Tic
oo ABT.

[Tovtdog doo  tOyOdVOL  WbG TOV  TAELEAV
nmpoocekPANdeiong 1 EktO¢ Yovia EKaTEQMS TAV £VTOG Kol
amevavtiov yovidv ueillomv éotiv: dmep £0et 0T,

W'

[Havtovg Tory®OVOL @i 600 yovigr 000 003@V
£éLdooovig giot TavT) petorappavopevar.

"Eotm totywvov 10 ABI™ Aéym 811 tod ABI t01y®VOUL
al 000 yovior Vo 03BV EAATTOVEG €lol TAVTY
petoAapfavopevorl.

‘ExBepincdo yap 1 BI' émi 10 A.

Kai €nel torymvov tod ABIT €ktog €0t yovia 1 VIO
ATA, peilov €oti g éviog kal anevavtiov thg Vo ABI™
Kown meockeicYm 1 vmd AI'B ai doa vmo ATA, AI'B
t®v vmo ABI, BI'A peiovég eiowv. aAL’ ai vmd ATA,
AT'B &00 0p90ic ioon gioiv: ai doa vnd ABI, BI'A 600
009®V EMAGGOVEG eloty. Opoimg on dsiouev, Ot Kal ai
umo BAT, AI'B 600 003V €éLdccovEg giot kai ETt ol VO
['AB, ABT.

[Tovtove doa torydvov ai 600 ywvior dvo 0SBV
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EMooovEG elot mavth petaAapPavouevor Omep €0et
deTat.

m'.

Mavtog toryovov 1 peilwv mwhgvea TNV peilova
YOVIOY DTOTEIVEL

"Eoto yao tolyovov 10 ABI' peilova &ov v Al
mievpav tihc AB. Aéym Ot kal yovia 1) oo ABIT peiov
€oTi Thi¢ V1o BIA.

‘Enei yap peilov €otiv 11 Al g AB, keicdw tfi AB
fon M AA, xai éneledydo 1 BA.

Kai énel torywvov tod BI'A €ktoc €0t Yyovia 1 VO
AAB, peilov goti thic €vtoc kai dmevavtiov TG Lo
AI'B- ion 6& 1 00 AAB 11 910 ABA, €mei xoi migvuoa iy
AB 11§ AA éotiv Ton peilov doa xai 11 Vo ABA thi¢ Vo
ATI'B* moAA® dioa 1 vo ABI peilov éoti g vmo AI'B.

[Tovtog Goa torydvov 1 peilov mievpd Vv peilova
yoviay vroteivel dme €41 deTEL.

.

IHavtog Tory®vov vo v peilova yoviav 1) peilmv
TTAEVQO. VTTOTELVEL.

"Eoto toiywvov 10 ABIT peilova &gov mv vmo ABIT
yoviov g vnd BIA. Aéym Ot kai mhevpa m A
nmAevpdg thg AB peilmv éotiv.
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Eil yao pn, fjitot ion €otiv 1 AL 1] AB 1j éAdccmv: ion
ngv odv ovk Eotv ) AT T AB- Tom yap av v koi yovio
1 oo ABI 11 0o AI'B- ovk ot 6¢° ovk doa Ton €otiv
n AI' ] AB. ovd¢ unv éldccwv éotiv 1) Al 1fig AB-
gMGoomv Yoip av v kod yovia 1) Vo ABT tfig vmdo AI'B-
ovK &oTl 0¢° oUK (oo éhdocwv Eotiv 1| Al g AB.
€0elydm 8¢, 811 000¢ Tom €otiv. peilwv doa €otiv | AT
¢ AB.

[Tavtog oo torydvov vmd v peilova yovioav n
ueilmv mievpd vmoteivel Omep £det Oeila.

K.

[Mavtog TOoly@voL ai 0v0 mAevgol TijG Aowriig
peilovég eiol mavrn petalopfavopeval.

"Eoto yap tolyovov 10 ABI™ Aéyw 6t tod ABI
TOLYOVOL 0l 000 TAevai Thg Aouthig peilovég elot mhvn
uetoAapPavopeval, ai pev BA, AT tiic BI, ai 6¢ AB, BI'
g AT, ai 6¢ BT, I'A tijg AB.

AmySo ya 1 BA éni 10 A onueiov, kai keiodo 11 [A
fon 1 AA, kai énelevydm 1 AL

"Enei obv iom €otiv 1) AA 1fj AT, {on éoti kai yovia 1
oo AADT T} oo ATA peilov doa 1 Omd BIA tfig vmo
AAT" kol €nel toltyovov o1t 0 AI'B peilova €yov v
oo BIA yoviav tfig vmo BAIL, oo 6¢ v peilova
yoviav 1 peilov mievpa vmoteivel, 1 AB doa tiig BT
éoti peilmv. ion 6& 1 AA i Al peifoveg doa ai BA, AT
¢ BI™" opoimg on dei&ouev, 0t kai ai pev AB, BT tijc

113



I'A peifovég elowv, ai 6¢ BT, T'A tfig AB.

[Tovtog Goa Tory®vov ai 0Vo TAsvEOl THG AOUTHG
ueilovég eiot mavtn petoroppovouevar Omep  €0st
deTat.

Ka'.

‘Eav To1y@voy £mi puig TOV TAELOAOV AT TAOV
mEQATOV 000  &Vdelm  €viog  ovotaddov, i
oVoTUIETCUL TAOV ALOUTAOV TOD TOLYDOVOV 000 TALVQMV
éndtToveg pev  €oovtal, peilova 08 yoviav
nepLECovoty.

Totydvov yap 100 ABI €ni pidic tdv mievedv thig BT
and t@v mepdtov t@v B, ' 600 evdeion €vtog
ovveotdtwoav ol BA, Al Aéyo 6t1 ai BA, AT 1dv
Aowm®v 10D TEyOVOL OVO TAELE®V TV BA, AT
gEMdoooveg LéV gloty, peilova 0¢ yoviav meplEyovst TV
oo BAI g vmo BAT.

AmySo yap 1 BA €ri 10 E. xoi énel mavtog torymvov
al 6vo mhevpai Tig Aot peilovég eiotv, tod ABE dipa
Tory@vov ai dvo migvpai ai AB, AE tfic BE peilovég
elowv' kown mpookeicIw 1N EI' ai doa BA, A" tév BE,
EI' peiovég eiowv. mdrv, énel tod I'EA tory®@vov ai 6vo
mievpai oi T'E, EA tfic TA peilovég eioty, wown
nmpookeicdm 1 AB* ai I'E, EB &pa t@v I'A, AB ueilovég
elowv. aAra t@v BE, EI' peiCoveg €detyInoav ai BA, AT
ToAA® doa ol BA, AT tdv BA, AT" peifovég giow.

[TaAv, émel TavTOG TOIYDVOL 1) EKTOG YmVia THG £VTOC
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Kol dmevovtiov peilov €otiv, 100 TAE dipa torydvou 1
Ektog Yovia 1 vmo BAT peilowv €oti thig vmo TEA. dud
tavta toivov kail tod ABE totrydvov 1 €ktog yovia 1
oo 'EB peilov €oti tijg bmo BAT. dAAa tiic vro T'EB
ueilov €oelydn n vmo BAI™ moAA®d Goa 1 vmd BAD
ueilov éoti tiic Vo BAT.

‘Eav oo toty®vov €ml dg t@v TAELE®MV Amd TAV
neQATAOV 000 €VIYETNL EVTOC GLOTAIDOLY, Ol GVoTAYETCL
TOV Aom®V ToD TELYOVOL 0V0 TAELE®V EAdTTOVEG UEV
elow, peilova o6& yoviov mepiéyovotv: Omep £det Oeitau.

Kp’.

Ex Tto1®v gvdei®dv, al giow ioomr TOW6OL TOIG
003eiocag, Tolymvov ovotoacdor o€l 0& Tag 000
Tig hourijg peilovog givan Tavtn petalappavopivag.

"Eotoocav ai doeloon togic e09sion ai A, B, T, dv ai
dvo  1hg Aoutfig  peilovec  Eotwoov AV
uetolappovopevar, ai uev A, B tic I, ai 6¢ A, T" ti|¢ B,
kol €t ai B, T' 1fjg A* 3¢l o1 ék 1dv lowv taic A, B, I’
Toly®vov GuetioacIal.

‘ExxeioYo tic evd€ia 1) AE memepacuévn pev katd to
A, amepog 0¢ xata 10 E, xai keioYom h pnev A ion 1 AZ,
™ 0¢ B ion 1 ZH, 11} 0¢ I ion 11 HO" koi kévipw pév td
Z, dwotuatt 8¢ t@® ZA woxAog yeypdedm o AKA:
oAy k€vipm pev 1® H, dwwotiuartt 6& 1@ HO kdKhog
veYapdm 0 KA®, xai énelevydwoav ai KZ, KH. Aéyw
Ot €k TV evdeldV TV Towv Taig A, B, I' 1oiymvov
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ocvvéotatol 10 KZH.

‘Enel yap 10 Z onuelov kévroov goti tod AKA
KOKAov, iom otiv 1 ZA 1] ZK: dAAa 1 ZA th A €otiv
ion' xoi 1 KZ dpa 10 A éotiv ion. mwdhv, énel 10 H
onueiov ké€vipov €oti Tod AK® kvkiov, ion €otiv 1| HO
™ HK: &Aoo HO 1) I éotiv ion kol 7 KH doa ) I
gotiv Tom. €oti 0¢ xai | ZH 1} B ion' ai to€ig dpa
evdeion ai KZ, ZH, HK toioi taic A, B, I' ioat gioiv.

‘Ex to1®dv doa e03e1dv tdv KZ, ZH, HK, ai eiow oot
tolol Toig dodeiocag evdeiong taic A, B, I, toiywvov
ocvvéotator 10 KZH: dmep £0€l motfjoau.

Ky'.

Ilgog T1) 603¢ion £vI¢eig Kol TO TEOS AVTH oNUEIW
Tl 00d¢ion yovig go3vyedppe ionv  yoviav
£030yQoupov 6voTNGUGI UL

"Eoto 1 pév dod€ioa evdeia 1| AB, 10 d& meo¢ avTi
onueiov 10 A, 1 8¢ dod€ica yovio e0IVYQAUUOC 1| VTTO
AT'E. d¢€l dn moog 1) dodeion evdeiq ) AB Kol t@ meOg
avTh) onueio @ A 11 dod€ion yovia evdvyeduu® T
0o AI'E ionv yoviav ed30ypappov cueticacdat.

EilModm ¢ éxatépag tdv I'A, TE tuydvta onueio ta
A, E, xoi énelevydm 1 AE koi ék toidv gvdeidv, ai
elow Toau to1oi Taic I'A, AE, T'E, toiymvov cuvestdto T
AZH, &ote Tonv eivar v pev I'A ) AZ, v 6¢ T'E i)
AH, xai &1 v AE 11} ZH.

"Enei odv dvo ai AT, TE dvo taig ZA, AH ioa gioiv
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éxotéoa exatépq, kail Pacic 1 AE Pdaoet 11 ZH ion,
yovia doa 1 Vo AI'E yovig ) o ZAH gotiv ion.

[Tpog Goa t1} dodeion evdeia 1) AB kai T® TEOS avTh
onueio T® A T dodeion yovia edJvuypduum th Vo AI'E
ion yovia e030ypaupog cvvéostator | Vo ZAH" Omep
£0€l motfjoalt.

KO .

‘Eav 000 Tolymvae Tog 000 TAELEOS 0VO TALVLOUIS
to0c £yn ékatégay £KaTEQQ, TNV 0& YOVIOY TS YOVINS
peilova Eym v V0 TOV IV £0IELOV TEQLEYOREVTY,
Kol TNV Paow Tijg Pacemg peilova EEer.

"Eotw 600 toiymva 1o ABI, AEZ tag 600 mievQog
tag AB, AT taig 600 mheveaig taic AE, AZ icag &yovtal
gxotéav ekatépaq, Thv puev AB 1) AE v 0¢ AT 1) AZ,
N 0¢ mEOc T™® A yovia Th¢ mEog T® A yoviog, peilov
g€otm. Aéym Ot kol Bdoic 1 BI' Bacewg thg EZ peilov
goTtiv.

‘Enel yap peilov 1 vmo BAD yovia tig dmo EAZ
yoviag, cuvestdtm TEO¢ TN AE g0d€ig Kai T@ T avTh
onueio ™ A 1) om0 BAT' yovia ion 1| vno EAH, «ai
kelodw omotépa TtV Al, AZ ion n AH, «ol
gnelevydmwoav oi EH, ZH.

"Enei odv Tom €otiv 1) pév AB 1fj AE, 1 8¢ AT 1§j AH,
dvo on ai BA, AT dvoi taic EA, AH ioot giciv éxatéoa
gxotéeq kol yovio 1 vmo BAI™ yovig tf] Yno EAH ion
Baoig doa 1 BT Bacel tfi EH €otiv iom. mdAwy, €nei Ton
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gotiv 1 AZ 1§} AH, om éoti kai 11 vn0 AHZ yovia 1) 070
AZH: peifwv doa 1 9o AZH tfic dnd EHZ: moA® G
ueilov gotiv 1 vmdo EZH 1tfic vnd EHZ. xoi émel
toltyovov éott 10 EZH peilova &ov mv vnd EZH
yoviav thc vnd EHZ, dmo o0& v peilova yoviov 1
ueilov mievpa vmoteivel, peilov doa kol micvea 1 EH
¢ EZ. ion 0¢ 11 EH tfj BI' peiCov doa kai 11 BI' ¢
EZ.

‘Eav doa 600 toiymva Tag dV0o TAELEAS dVGL TAELEOIG
{oag &ym éxatépav €katépq, TNV o0& yoviav Thg yoviag
peilova &ym v VIO TOV IowV €0IEBV TEQLEXOUEVTV,
Kal v Bacwv thi¢ Pacemc peilova EEer Omep £det 01

Ke'.

‘Eav 000 10ly®ve TaS 600 TALVQUS OVOL TAEVQUIGS
loag £m éxkatéQayv EKatéQQ, TNV 0¢ faowy Tijg facemg
peilova &M, kol Tv yoviav Tijg Yoviag peilovo &gl
TNV V0 TOV oV e0IELOV TEQLEYOREVT V.

"Eotm 600 toiyova ta ABI, AEZ tac¢ 600 mhevodc
10¢ AB, Al taig 600 mievpais taig AE, AZ Toag &yovta
exatépav Exatépaq, v uev AB 11 AE, v 6¢ Al 1) AZ-
Baoic 6¢ 11 BI' Baoewg 11ig EZ peifov Eotm. Aéym étt Kai
yovia 11 Vo BAT yoviag tfig Ond EAZ peilmv €otiv.

Ei ydpo un, fjitot ion €otiv avti §j éAdocwv: ion uév
obv ovk Eotv 1} Vo BAT 1] vnd EAZ- ion ydo av v
kai Baoig 1 BT Baoet 11 EZ- 0Ok &ot1 8€. ovk doa iom
goti yovia 1 Vo BATL 11] oo EAZ: 006¢ unyv éLdccwv
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gotiv 1 Omd BAT 1fic V0 EAZ: 8Mdccmv Yo dv v kai
Baociwg 11 BI' Bdoewg tfic EZ' odk &ott 0¢. ovk dpa
MooV €otiv 1) V0 BAT yovia thic vVmo EAZ. €d¢iydn
0¢, 611 ovoE Ton” peilov doa €otiv 1 Vo BAT 1fig 1o
EAZ.

'Edv doa 600 Toiymva T0¢ 000 TAELEAS dVGT TAELEOIC
foag &m éxoatéoav €kdtegq, v 0¢ Paciv thc Pdoemg
peilova &ym, Koi Vv yoviav e yoviag peilova €t v
VO TOV Iowv evde1dv mepieyopévnv: dmep E0et OTE.

KS'.

‘Eav 000 Toilyove TaS 600 YOVieg 0vol Yovigig
loog &M éKotéQov £KOTEQQ Kol pioy TAELQAV MLl
wheveQ ionv 1jTol TNV OGS TUig Ioais Yyoviag 1| TV
VoTEIVOVGAY VO piov TAOV 60V YOVIOV, KOl TOG
Ao mAevog TOIlS Aowtaig mAEvQOls ioog £Eer
[éxaTégav ékaTéQQ] Kai TNV Aowrnyv yoviav Ti) Aot
YOVig.

"Eotm 0vo toityova 1o ABI, AEZ 1d¢ dvo yoviog tag
vro ABI, BIA dvoi taig vno AEZ, EZA icag &yovta,
exatépay Exkatépq, v uev vmd ABIT tf) ono AEZ, v
6¢ o BI'A 1§y 010 EZA- €yétm 6¢ kol piov mAevoay pud
mAeved ionv, mEOTEQOV TNV TEOC Tl Tooug yoviaig v
BI' ) EZ. Aéyw 611 xoi Ta¢ Aomdg TAEvQAC TOAC Aoumaic
TAeLUIg Toag &gl €katépav €katépq, v pev AB Ti)
AE, mv 6¢ AT 1) AZ, xai v Aoutnv yoviav Tf Aot
yovig, tv Omo BAT 1) Ono EAZ.
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Eil yoo évicog éotiv 11 AB i) AE, pia avt@dv peilov
gotiv. Eotm peilov 1 AB, kai keiodw 1] AE Ton 11 BH,
Ko émeCevydm 1 HI.

"Enei ovv Ton éotiv 1) pév BH 1] AE, 1 82 BT tfj EZ,
ovo on ai BH, BT dvoi taic AE, EZ oot siciv ékatéoa
ékotépq kal yovia 11 oo HBI yovig ) 910 AEZ ion
gotiv: Baoig doa 1 HI' Bacer 1] AZ ion éotiv, xai 10
HBI' tolyovov 1® AEZ torydve icov €otiv, koi ai
Aoutai yovion Toig Aouwmoic yovioag oot Ecovtal, DO’ g
ai ioon TAeval voteivovsy: ion doa 1 Vo0 HI'B yovia
™™ Vo AZE. dAld 11 oo AZE 11y vnd BIA vmdkerton
fon' xai 1 Vw0 BI'H dpa tf) vmo BIA ion éotiv, 1
gEMdoowv T peilove Omep Advvatov. ovk doa Evicdg
gotv 1 AB 1] AE" Ton dipa. €oti 0¢ kai 1 BI' iy EZ o’
ovo oM ai AB, BI" dvci 1taig AE, EZ ica giciv ékatépa
EkotéQ” kal yovia 1 vwo ABIT yovig tf) V1o AEZ gotv
ion' Baoic doa | Al Bdoetl T AZ ion €otiv, Koi Aoutn)
yovia 1 vto BAT 1 Aowtf) yovig 1 o0 EAZ ion éotiv.

AMA On méAv Eotwoav oi VIO TG icag Ywviag
mAgvpai vroteivovoal ioat, g 11 AB 11] AE. Aéym maAy,
OtL Kol oi Aouroi mAgvpol Talc Aoutoic mAeveoic ioon
goovtat,  pev Al ) AZ, 1 6¢ BI' 1) EZ, xai €11 1 Ao
yovia 1 0o BAT 11 Aowtf} yovig 11} vn0 EAZ ion éotiv.

Eil yoo Gvicog éotv 11 BI' 11} EZ, pio avtdv peilov
gotiv. &otm peilov, el dvvatdv, N Bl kal keicYw 1] EZ
ion 11 BO, xai éneledydo 1 AB. kai &gl Ton €oTiv 1 Hev
BO 1fi EZ 1| 8¢ AB 11} AE, dvVo o1 ai AB, BO® dvoi taig
AE, EZ oot elolv ékatépa €kapéoq Kol yoviag ioag
neplEyovotv' Baoic doa 1 A® Bdoet T AZ Ton €otiv, kal
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10 ABO 10lyovov 1® AEZ 1o1ydve icov €otiv, kai ol
Aowral yovior Toig Aoimaig yoviog icot Esovtat, Ve’ g
al ioag mievpoai voteivovoy: iom doa Eotiv 1) VO BOA
yovia ) Ono EZA. dAhd 11 Vo EZA 1§} bno BIA €otiv
ion’ torydvou on tod ABI 1 €xtog Yyovia 1 Vo BOA
ion éoti T} évtog kol amevavtiov T Vo BIA® OmeQ
advvatov. ovk dpa dvicog €otv 1| BI' 1) EZ: ion doo.
goti 0¢ Kai 1 AB 11} AE 1on. 600 on ai AB, BI" 600 taig
AE, EZ ioo eiolv €katépa ekotéoq” Kol yoviag ioog
nepléyovot. Bacig doa 1 Al Bdoel ) AZ ion €otiv, kol
10 ABI' 10iyovov 1® AEZ toiydove icov, koi Aout)
yovia 1 0o BAT 11} Aout) yovig tf] vno EAZ ion.

‘Eav oo ovo toiymva tag dvo yoviag duol yoviog
foog &ym éxatéoav €katépqa kol pioy TAELEOV ULl
mAeved Tonv fTol TNV mEO¢ Tdic ioalg yovioig, 1| TNV
vToteivovcay VIO piay TV o0V YOVIOV, Kol TOG
Aoumdg TAELEOC TOC Aowmoig TAELEUIS Toac EEE1 Kol TNV
Aoutnv yoviov th) Aowrt) Yovig: dmep E0et 01,

k(.

‘Eav €ig 000 g0d¢eiog £0Idelo Eumintovoo TOG
évorlag yoviag Toag GrAiniog mouf], maQdiiniou
£oovtal aAAAog ol gvdeTaL.

Eic ybo 600 evdeiag tac AB, I'A e09¢€ia éuninTovoa N
EZ toc évorrag yoviag tag oo AEZ, EZA ioog
aAAMAoIG Toteit®. Aéy® &1L TOEAAANAOG EoTv 1] AB T
T'A.
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El yoo pn, éxPaiiopevar ai AB, I'A ocvunecodvion
fitot émi T B, A péon 1j énit 1 A, I. éxBePfAncSwcav kol
ocopmmtétooay mi o B, A péon xata 10 H. torydvou
on 1o HEZ 1) éxtog yovia 1 vmd AEZ 1on €oti 1) vtog
Kol amevavtiov T Ym0 EZH 6mep otiv dovvatov: ovk
doa ai AB, AI' ékPaAldpeval cvunecodvio €mi ta B, A
uéon. opoimg on derydnoetat, Ott ovde ml Ta A, I ai d¢
EMi unodétepa Ta LEEN ovuminTovcal TaEdAANAOL giotv:
moedAANLog doa éotiv 11 AB 11) TA.

‘Eav doa €ig dvo evdeiag €09€lor gumintovca TOC
EvaAlaE yoviag Tooc GAAMAoug motf), moQEAAANAOL
goovtal ai evdeion Omep Edet OETla.

Kn'.

‘Eav gig 000 g0J¢eiog e0dela EuminTovca TV EKTOG
yoviay Ti] £vT0g Kol arevavtiov Kai £l 10 avTo péen
ionv mowf} 1| T0g £€vrog Kol €Ml TO GVTO PEQN OLGLY
0030ig ioog, magdAiinior Ecovror aGAMMAog ol
gvdeian.

Eic yap ovo evdeioc tag AB, I'A g0d¢€ia éunintovca 1
EZ v éxtog yoviov v bvndo EHB 1] évtoc xai
anevavtiov yovig ) vto HOA ionv noteito 1| tdg £viog
Kol émi Ta ot pépn tog vYmo BHO®, HOA dveiv 603aig
{cac. Aéym 6t mapdAANAOG €otiv 1 AB 11 TA.

‘Enei yap ion éotiv 11 Umd EHB 11) 910 HOA, dAAd 1)
vo EHB 11} o AH® éotiv iom, xai 1 vno AH® doa T
0o HOA €otv 1o kai elowv EvaArdE TapdAiniog doa.
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gotiv 11 AB 11j TA.

[TaAv, énel ai vVmdo BHO®, HOA dvo dpdaig o giotv,
elol 0¢ kai ai Vo AH®, BHO dvciv dp3aig ioat, ai doa
o AH®, BHO toic oo BHO®, HOA oot giciv: Ko
apnonodm 1 vVwo BHO: Aoutr) doa 1 00 AH® Aot i)
vto HOA €otiv ion" xai giotv EvaArdE TapdAAniog doa;
gotiv 1 AB tfj T'A.

‘Eav doa €ig 000 evdeiog evdeio éumintovca Thv
EKTOC Yoviav 11 €viog kal dmevovtiov kol €ml ta avTd
uéon fonv mot 1 ta¢ €vidg Kai €mi Td avTd HéEn OVGIV
0090ai¢ icag, mapaiiniol €covion ai evdeio dmep £oel
Ot

K.

H &g 17105 moguriniovg e€0delog &evIdeia
éumintovco Tag TE évarlag yoviag icag Gariniog
TOLEL KOl TNV €KTOG TH| £vTOG Kal amevavtiov ionv kol
TOG £vTOG Kal £l T avTO péen oveiv 0030ic ioac.

Eic yop moagoriniovg €vdeiag tag AB, TA edS&in
ummtéto M EZ. Aéyw Ot tag Evarrlag yoviag Tag vmo
AHO, HOA fcag motel xoi v €k10¢ yoviav Ty Vo
EHB 11j évtog xai dnevavtiov tf) Ymo HOA ionv kai tdg
EvTOg Kal €ml T avtd péen tac vrdo BHO, HOA dvoiv
0090ig iooc.

El yao Gvicoc €otiv 1) 00 AH® 11] On0 HOA, pia
avt®v peillov éotiv. Eotm peilov 1 vYmo AH®: ko)
nmpookeicdw 1 Vo BHO" ai doa vn0 AHO, BHO tdv
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oo BHO, HOA peilovég eiotv: dAa ai vmo AHO, BHO®
dvoilv 0p3aic oo eictv. ai doa vmo BHO, HOA 6bo
003V EMACCOVEG €loly. Ol 0& am’ €AaccOvmV 1 dvo
009V EKPailouevarl gig Amelpov cuuminTovsty: ol doa
AB, TA éxPoailouevar €ig AmelQov GLUTEGODVTIOL OV
CLUTTITTOVGL 0€ 010 TO TOEUAAAOVE AVTAG VITOKEIGIOL
oVK doa &vicog €otv 1 Vo AHO 11} Ym0 HOA" iom dpo.
aAAd 1 OO AHO 11} oo EHB éotiv ion koi 1 oo EHB
doa T Vo HOA éotiv ion® ko meookeicdw 1) VIO
BH®- ai dpa vndo EHB, BHO taic vto BHO, HOA ico
glotlv. aAla ai Vo EHB, BHO dvo 0p3aic icon giciv: kol
ai vmo BHO, HOA dpa dvo 003aic icot giciv.

‘H doo e€ic tag magouAlniovg evdeiag evIein
gumintovoa T t€ EVOALAE Yoviag ioag AAANAOIG TOlEl
Kol TNV €KT0¢ T1] €viOo¢ Kol amevavtiov ionv kol TogC
EvTOG Kol €l Ta avta péen dveiv ddaic ioac dmep Edst
detat.

A

Al T} 00T €v3¢eig magariinior Kai GAMAOLS giol
ToQaAAN oL

"Eoto ékatéga tdv AB, TA 11 EZ magdAAniog Adyw
ot kai 1 AB 11} I'A €611 TOLRAAANAOG.

Eumntéto yap €ic avtag evdeio 1 HK.

Kai énel gic magariniovg evdeiag tag AB, EZ e0d¢ia
gunéntokev | HK, Ton doa 1 dYwdo AHK t1f) oo HOZ.
oA, mel €ig mopaiiniovg evdeiag tag EZ, TA gvudeia
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gunéntokev 11 HK, ion éotiv 1) 00 HOZ tf} dmd HKA.
£0elydn o€ xai 1 vmdo AHK tf} vmd HOZ iom. kai 1 vmo
AHK dpa tf] Om0 HKA éotiv ion' kol giow €vorldE.
TaAAANAoC doa Eotiv 1) AB i TA.

‘Omeg o€t deioa.

.

AW ToV 003évrog onpueiov TR 00deion &vIeig
TOQAAANAOV EVIETAY YOOUUUT|V AYAYELV.

"Eoto 10 pév do0%ev onueiov 10 A, 11 0¢ dodeica
evdeia 1 BI™ 0el o1 01 tod A onueiov i) BI' evdeiq
TOQAAANAOV €DJETOV YOOV GYOYETV.

Eiedo érmi tg BI' tuxov onueiov 10 A, «xoi
gnelevydm 1 AA" kol cvveotatm mEOG T AA gvdeiq kai
@ TEOG avTl] onueim ™® A th) Vo AAT yovia Ton 1 VO
AAE" xai ékPefinodom én’ evdeiog tf) EA e09¢ia | AZ.

Kai émel eig 000 evdelag tag BI, EZ &0d¢ia
gumintovoa 1 AA 10¢ EvaArag yoviag tag vmo EAA,
AAT {ooc aAAnAloig Temoinkey, TaQAAANAOG doa £0TIV 1)
EAZ =1 BI.

Al tod 009évtog Goa onueiov Tod A T} dodeion
evd¢eiq 1] BI” mapdrintoc e09¢ia yoapuun nktol 1| EAZ:
Omep &0€l motfoal.

A

IMavtog TOLY®OVOV g 1OV TAELO OV
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noooekfinIeiong 1 £kT0g YOvia dvol TalS £vTOg Kol
amevavtiov ion £otiv, KOl 0l £vTOG TOD TOIY®MVOV TEETG
yovigl dvciv 003aic iom gioiv.

"Eoto toitywvov 10 ABI, kai mpocekfepfAncdm antod
uia mAevead 1 BIT éml 10 A. Aéym Ot 1) €KTOG Yovia 1] VO
ATA ion €oti dvol 1aig évtog kal dmevavtiov talc VIO
I'AB, ABI. xoi ai évtog 10D Torydvov TEElG yoviot ol
vo ABT, BI'A, T'AB dvoiv 003aig icot giciv.

"HySw vy owx tod I' onueiov 11 AB &0dd¢iq
moedAAniog 1 I'E.

Kai énel mapdAiniog éotv 1 AB 1) T'E, kai €ig avtag
gunéntoxey 1N Al ai évalras yovion ai vno BAT, ATE
foot aAANAoug eiotv. mdAy, Enel maEdAANAOg Eotv 1 AB
™ I'E, kol €ig avtag uméntorey e09eia 1 BA, 1 €ktog
yovia 11 Ond ETA ion €oti 1§} évtog kal dmevavtiov Ti)
oo ABI €5giydn 8¢ kai 1 Omo AT'E 11} oo BAT ion
OAn doa 1 Vo ATA yovia Ton €oti dvotl Toic €vtog Kol
amevovtiov taic vmo BAT, ABI.

Kown mpookeicdm 1) Ood AI'B* ai dpa vnd ATA, AI'B
10101 Taic Vo ABI, BIA, TAB oot giciv. AL ai OmoO
ATA, AT'B odvoiv 60Sdaic ioon eioiv: kail ai vmo AI'B,
I'BA, I'AB &pa. dvciv 003aic ioon giciv.

[Tovtdog dpo  tOyOVOL  HbG TGOV TAELEAV
mpocekPAndeiong 1 €ktOg ywvia Ovoi TAilg €viog Kol
amevovtiov ion éotiv, kail ol €vtog Tod TEIYdOVOL TEEIC
yovial dvciv 0p3aig ioat eiciv dmep £detl deTE.
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Ay’

Al T0g (160G TE KOl TOQUAANAOVG €L TO. QVTO PEQN
é¢mlgvyvoovosol €vdelol Kol avtol 6ol TE Kol
maQdAiinlol giowy.

"Eotwoav ioat te kol mapdAiniot ai AB, TA, kai €mt-
Cevyvotooav avtag Emi Ta avTa péen vdeion ai AL, BA.
Aéym 6t kol ai AT, BA oot te Kol mapdAiniot gictv.

‘Enelevydm 1 BI. kol énel mapdAAnAdg éotiv 11 AB 1h
I'A, xai €ig avtag eunéntokev N B, ai évaAlas yovio
ai oo ABI, BI'A oo dAAAaug eioiv. kai émel Ton éotiv
N AB 11 I'A, xown 6¢ 1 BI, 600 o1 ai AB, BI' 600 toic
BT, T'A ioat gioiv: kai yovia 1 Vo ABI yovig tf) Vo
BTA ion® Bdoig doa 11 A" Baoet T BA otiv Ton, kai 10
ABI' 1oiyovov 1©@® BI'A toryove icov €otiv, koi ai
Aoural yovion Toilc Aoimoig yoviog ioot Ecoviot Ekatéa
EKOTEQQ, VO™ 0¢ ai Toon Thevpai vroteivovotv: ion doa
1N o AI'B yovia 1) Om0 I'BA. kai €nel €ic dvo evdeiag
tag Al, BA &03cio éumintovca 1 BT tag €variag
yoviag Toog AAMANLG TETOinKeY, TARAAANAOG doa £5TIV
N AT ) BA. €deiy9n 6¢ avti] xai ion.

Al dpa t0g Toag te Kol TOQEUAAMAOVLS €Ml TA OVTA
uéon émevyvbovoor evdeion koi avtoil ioor te Koi
ToedAAN Lot gloty: dmep E0el OETEL.

AO.
TOv magoiinrioyodppmv ymeiov ol damevavtiov
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miegvgol TE Kol yovior iocor aiiniong gioiv, Koi 1
O1dpETEOG AVTA OO TEUVEL

"Eotw  moagoAAnAidyoaupov  yopiov 10 ATAB,
oluetpog 0¢ avtod 1 BIL Aéyw Ot tod AIAB
TaQUAANAOYQGuOoY ol dmevavtiov mAevool Te Kol
yovial oot aAAAaig gictv, kal | BI' diduerpog anto
dlyo Tépvet.

‘Enel yap moapdAnidg €otiv 1 AB 11 TA, ol eic
avtog guméntokey evdeio N BT, ai évaArdg yovio ai
omd ABI, BIA iooat daAAqloug eloiv. mohv  émel
ToEAAMAGS €otiv 1) Al 1f] BA, xoi €lg avtdg
gunéntoxey 1 Bl ai évaAlag yovio ai vno AT'B, 'BA
oot aAAAaug giotv. 600 on Toiywvd éott Ta ABI, BT'A
TG 0v0 yoviag Tag Vo ABI, BTA dvoi taig vmo BIA,
I'BA icag &povta éxotéoov £K0TEQQ Kol piov mAELQAV
g migved fonv v mEOg TG iooig yoviog Kowvnv
avt@v Vv Bl kol tag Aowmdac doo TAeveag Toig Aoumaig
{oog €Eel €katépav EKOTEQQ KOl TNV Aoy yoviay Ti
Aouthi yovig: ion doa 1 uév AB mievpd 1 T'A, 1) 0& AT
M BA, xoi &t ion €otiv 1} Vo BAT yovia 1] oo TAB,
kal €nel Ton €otiv 1 pév vwo ABIT yovia ) oo BIA, 1
o6& vmo I'BA 11} vmo AI'B, 0An doa 1 vmd ABA 6An th
0o AT'A gotv Tom. €deiydn o€ kai 1 vmwd BAIL 11} vmo
I'AB ion.

Tov doo ToQAAANAOYQAUL®Y Y®EimV ol dmevavTiov
mAgvai te Kal yoviol oot aAAMAaLS Eloiv.

Aéyw 01, 0Tt Kol 1 SIAUETEOG OTA diyo TEUVEL Emel
vop ion €otiv 1 AB 1§} T'A, xowv| 0€ 1| BI, 600 o1 ai AB,
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BT dvoi taic TA, BI' oot giciv €katépa katéoq” Koi
yovia 11 00 ABI yovig 1] Omo BI'A ion. xai o doa
N AT iy AB ion. xai 10 ABI" 1oiyovov 1® BI'A to1ydyvem
ioov éotiv.

‘H épa BI' diduetpog diya téuvel 10 ABIA mapoh-
InAOYappov: Omep Ed€l deTEa.

Ag.

To magoiinioygappo to €mt T vt Pacemg
Ovta Kol év Taig avToic maQuAirolg toa aiiniolrg
éoTiv.

"Eoto magoaiinidyoauua to ABIA, EBI'Z émi ti|g
avtig Bacewg thc BI' kai v toic avtaic moaAAnAolg
taig AZ, BI. Aéyw 6t ioov €oti 10 ABIA t® EBI'Z
TOQOAANAOYQAUIL®.

‘Enel yoo moooaAAnAoyooupdv €ott t© ABIA, iom
gotiv 1 AA M) BI. d1b ta avta o1 xai 1 EZ 11} BIT €otiv
ion dote kai 1 AA 1 EZ éotiv o xai xowvn 1 AE-
OoAn doa 1 AE 0An T AZ éotiv ion. €ott 0€ kai 1) AB 10
AT ion dvo oM ai EA, AB &vo taic ZA, AT ioon gioiv
Exatépa EKaTEQQ Kol yovia 1 vmo ZAI' yovig ) 1o
EAB éotiv iom 1 éxt0¢ 11] évioc Baocig doa 1) EB Bdoet
™ ZI" ion éotiv, kai 10 EAB toiyovov t@® AZI" to1ydve
icov &otar kowvov apnoncdw 10 AHE: Aowmov doa 10
ABHA tpanéCiov Aow® 1@ EHI'Z toanelin €otiv icov:
Kowov mpookeicdm 10 HBIT toiywvov: diov dipoa T
ABIA  mogoAAnioyooappov 0w  t@  EBIZ
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ToQoAANAOYRAUU® To0V E0TiV.

Ta dooa mogaAnAdyooupo Tt Emi The avThc Pdcemg
6vto Kol €v Toig avtaig maQoAANAolC ico AAANAOLC
gotiv' OmeQ £0¢€l OeiEau.

A",

Ta moegaiinidyooppa to émi icov Pacsov dvra
KOl €V 101 aVTalc TaQUAM A0S 160 AAAM|AOLS £0TILV.

"Eoto magalinioyoaupua o ABTA, EZHO éni icov
Baoewv Obvta tdv BI, ZH «ai €év taic avtoic
naeaAANAo1g Taic A®, BH. Aéyw 611 icov éoti 10 ABTA
moeoAANAdyooupov T EZHO.

‘EnelevySwoav yap ai BE, I'O. xai énel ion €otiv 1)
BT 1} ZH, dAAia 1) ZH 1) EO £otiv Ton, kai 1 BI' doa T
E® éotiv ion. eioi 08¢ «al mapdAiniot ol
gmievyvoovowy avtag ai EB, OI'" ai 6¢ tag ioag 1e kai
TOQOAANAOVG €ml Ta avTd pén €mievyvdovoat icat t€
Kol ToQAAANAOl €10l TOQUAANAOYQOUUOV Qo 0TI TO
EBI'®. kai éotv icov 1@ ABI'A* Bdoty 1€ yaQ avtd TNV
avtnV &et v BT, kai év tailc antoic moeaAAAolg E0Tiv
avt® toig BI, AG®. dia td avta on xoi 10 EZHO 10
avt® 1® EBI'O® gotwv icov: dHote kai t0 ABIA
noeoAANAOYoaupov 1@ EZH® éotiv icov.

Ta doa magoAnAdyoaupa ta €mi icov Pdcewv dvta
Koi v toilc avTtoig maQoAANAOlS ioa GAANAOLS €0TiV|
OmeQ &det OeTEM.

130



A

Ta tolyova ta £mi Tijg avTiic fdoemg dvra kol &v
TolS 0VTOIC TOQUAA| A0 To0 GAM|AOLS £6TIV.

"Eoto toiymva ta ABI, ABIT €mi tfig antiic Pdoemc
¢ BI' kal év toic avtaig magaiinrolg toic AA, BI.
Aéyw 611 icov €oti 0 ABI 10iymvov 1@ ABIT to1ydvm.

‘ExBepAnocdm 1 AA ép’ éxdtepa ta pépn éni ta E, Z,
Kai 0w pev tod B i) A mapdAiiniog fixdm 1 BE, dia 0¢
o0 ' 1] BA moediiniog Hydo 71 TZ.
ToQoAANAdYQoupov doa €otiv €kdtegov TtV EBIA,
ABI'Z: xai glow Toa” éni e Yo Th)g a0Thig Pdoenc siot
g BT xai €v taig avtoic magarinioig taic BI, EZ: kai
g¢ott oD pev EBTA mogaiinAioyodppov fjucv 10 ABI
totyovov: 1 yap AB dtdpetpog avtod diya tépver 10D 08
ABT'Z mogoAinloyedupov fjucv 10 ABIT totyovov: 1
voo Al dibpetpog avtd diyo téuvel. icov doa €Tl TO
ABI tolyovov 1@ ABI" toryovo.

Ta doa Tolywva ta €ml THG avTiic facemg Ovia Kol v
TOAG aTAlC TaEAAANAOLG ioa AAANAOLG EoTiv: OmeQ £0€L
detoa.

AN,

Ta Totyovae 10 émi icov Pacemv Ovra Kal £v Talg
aVTOIS TOQUAMA0LS 100 GAM)A0LS £0TIV.

"Eoto toiyova ta ABI, AEZ éni Towv Pdcewv tdv
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BT, EZ xai év t0ig avtaig magoiinlolg taig BZ, AA.
Aéyow 611 icov €oti T0 ABI 10iywvov 1@ AEZ to1y0ve.

‘ExBepAnodm yao 11 AA ép’ éxdtepa To uépn €mi Ta
H, O, xai 610 uév 1od B 11} ['A mapdiinioc fiydo 1 BH,
ol 8¢ tod Z 1 AE mapdAinioc fMydo 1 ZO.
TOQUAANAOYQapuOV (oo &otiv ékdtegov t@v HBIA,
AEZO- xai icov 10 HBIA 1® AEZ®- éni 1 yop icov
Bacewv giot todv B, EZ kai €v taig avtoic magaAAniolg
t0ic BZ, HO® «xoai éotmt tod pév  HBIA
moeaAAN oyedupov fuuov 10 ABIT tolywvov. 1 yap AB
SlpETEOG avTO Oy Téuver tod 8¢ AEZ® mapoaiin-
Aoyodupov fjuuov 10 ZEA tolyovove 1 yop AZ
dloperpog avtd diya téuvetl. icov dpa €oti 0 ABIT
tolyovov 1@ AEZ torydve.

Ta dpa Toiyova ta énl iomv Pdoewv dvta Kai &v Taig
avTalC ToQoAANAol oo dAANAOlg €otiv: Omep £0el
detat.

Ay,

Ta loa Tolywva Ta £ml TG avTiS faocemg dvTa kal
&Ml 1O aUTO péen, Kol &v TOiS aVTOlS TOQUAM|A0LG
éoTiv.

"Eoto ioca tolyova td ABI, ABI' émi tfic avtiic
Baoewc dvta kai €mi ta ot uéen g BIL Aéym 611 kai
&V 1Ol aTOIGC TOQAAAAOLG E0TIV.

‘EneletySo yop 1 AA. Aéy® 611 TaQAAANAOG €0TIV M
AA ) BI.
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k4

Ei yoo un, Mydo o tod A onueiov 1] BI' £09¢iq
noedAAniog N AE, kol éneledydw 1 EI. icov doa éoti
10 ABI' 10iyovov t® EBI' toiydve: éri te yho Tig
avtig Pacems oty avt® thc BIN kol &v Toig anToic
naoAANAo1C. aAAd 10 ABIT 1® ABI' éotiv icov' xai to
ABT dpoa t® EBI icov €oti 10 peilov 1® €hdccovr
OmeQ €0Tiv AOVVATOV: OVK Boa TARAAANAOC éotv 1) AE
] BI. opoimg dn deiéopev, 811 000" GAAN TIG TANV THG
AA" 1 AA Gga 11} BT éoti mapdAinioc.

Ta doa ioca Tolyova T €nl the avthg Pdoewmc dvta,
Kol €mi T0 adTd péEM, Koi &v ToAg aVToig TUQOAANAOLG
gotiv: Omep £0¢el OeiEa.

n.

[Ta {oa Toiymva 10 £mi ooy fdocwv Ovta Kai €l
TO 0OTO PEQN Kol £V TUIG OVTATS TUQUAA|AOLS £6TIV. ]

pa’.

‘Eav maQaAAnA0yQoppov ToryOve Bacty T £xn v
adTIV Kol ¢V TOig avTaic magaliroig 1, Sumhdciév
£0TL TO TOQUAANAOYQOUIOV TOD TOLYDVOU.

[MagainAdyoaupov yoo t© ABTA torydove t@ EBI
Baow te &xét TNV avtnv v BI' kol &v toic avtaig
naeaAANAolc Eotm Toig BT, AE. Aéym &t1 dSumAdo1ov 6Tt
10 ABI'A tagoaiinioypappov 1o BEI totydvov.
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‘EnelevySw yap 1 AL icov oM €01t 10 ABI 10iywvov
@ EBI' toiydve: éni 1e yop T avtiic Pdoedc €otv
avt® thc BI' kol év tailc avtaic magaiiniolg taic BI,
AE. dAAa 10 ABI'A mogoAAnAoyoapupov SmAdotov €oTt
100 ABI' torymvov: 1 yap Al diduetpoc avtd oiya
téuvel: ®ote 10 ABTA magarAinAoyoappov koi tod EBI
TOLYDOVOL £GTL OITAAGLOV.

‘Eav oo mo@aAAnAdyoaupov totyove Bacwy te &xm
Vv adTV Koi &v Taic odtaic mapoAAAolg 1, Stmhdctdv
€0TL TO TOQUAANAOYQOUUOV TOD TEIYMVOL' Omep &0l
JeTE.

np’.

T® 003évrt ToyOV® ioov moQUAANAGYQO MOV
ovotioacdar £v Ti) 00deion yovig v3vyodppo.

"Eoto 10 pev 003év toiymvov 10 ABI, 1 6¢ dod€ica
yovia e030yoappog 1 A+ o€t oM 1® ABI totydve icov
TOQOAANAGYQOUUOY  cvoTHoacdol €v TH A yovig
OSVYQAUU®.

Tetunodw 1 BT diya kata 10 E, kai énelevydm 1 AE,
Kol ovveotdtom meog T EI evdeiq kol 1@ meoOc avTi
onueio 1@ E i A yovig ion 1 b0 I'EZ, kai 610 pév tod
A 1] EI" mapdAiniog fxdo n AH, d1d 0 tod I' ) EZ
naaAANAoc fxdm 1 I'H' mogaAinidyoappov doo €oti
10 ZEI'H. xai énel ion éotiv 1) BE 11} EI, icov éoti xai
10 ABE tolyovov 1@ AEI" toryodve: éni te yop icmv
Bacewv eior tyv BE, EI' kai &v toic avtoic maoaliniolg
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taig BI, AH' suthdoov doa €oti 10 ABIT 10iymvov tod
AET"  toiyovov. &t 06¢ «xoai 10 ZEI'H
ToQaAANAOYoapupov  dumhdotov tod AEL torydvou:
Baow te yaQ avT® TNV avTV EYEl Kol €V TOAg avTaig
€oTv avT® ToQoAANAolc Toov oo éoti t0 ZEIH
naeoAANAOyoaupov 1@ ABIT toryove. kai &yxel v Vo
I'EZ yoviav ionv 11} 6do9€ion ) A.

T® doo ododvit toryOdve 1® ABI'  ioov
ool dyoaupov cuvéotatar t© ZEI'H év yovig T
oo 'EZ, fjtig éotiv ion T A Omep €0€l motfjca.

ny'.

[Mavtog magoAiinioyodppov TOV  7EPL TNV
OLANETOOV TOQUAANAOYQAUN®Y TO TOQUTANQONOTO,
oo aAAAoLS é0Tiv.

"Eoto magaAinAoyoaupov 10 ABTA, diduetgog 6¢
avtod 1 Al, mepil 0¢ v Al magoAAnAdOYeoupe UEV
ot 10 E®, ZH, 14 0¢& Aeydueva moQomAne®duoto To.
BK, KA. Aéyw 611 ioov éoti 10 BK moagominomuo t®
KA mapaminooportt.

‘Enei  yhp mooAnAdyooupov  €ott 10 ABIA,
duapeteog 6¢ avtod 1 Al ioov €oti 10 ABI tolywvov 1®
ATA toryo0ve. oA, €nel TaQoAANAGYQaUUOV €0TL TO
E®, dibpetoog 0 avtod €otv 1] AK, ioov €oti 10 AEK
totyovov 1@ ABOK to1ydvem. dud ta avtd o1 Koi 10 KZIT
tofyovov 1@ KHI &otiv icov. énel odv 10 puév AEK
Toiyovov 1@ A®K toryove éotiv icov, 10 6¢ KZI' 1®
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KHI, 10 AEK toiywvov peta tod KHI' icov €oti t@®
AOK toryove peta tod KZIN gott 8¢ kai 6hov 10 ABT
tolyovov 6A® 1@ AAI' icov: Aowov doa 10 BK
noanAneoua Aowm®d t@ KA tagoaninoodpoti éotiv icov.

[Tavtog doa TaEAAANAOYQAULOV X®EI0L TMV TTERL TNV
SLAUETQOV TOQUAANAOYQAUU®V T TOQAUTANQOUATH TG0
aAALo1g Eotiv: dme E0et 0T,

po’.

IHoed TV 603ctlcay gvIelav T® 00IEVTL TOLYOVO
ioov magaiinridyooppov mwogapareiv év Ti] 600d&ion
YOVig €03vYeaupo.

"Eoto 1 pév dodeica evdeia 11 AB, 10 d¢ do03ev
totyovov 10 I, 1 6¢ dodeica yovia evFvypappog 7 A del
on mad TV dodeicav €vdeiav v AB 1@ 003évTi
TolyOve T® I' ioov TaQoAANAOYQaUIOV ToQAPaAEly €v
ion 1M A yovig.

Yvveotato 1@ ' to1yoOve icov moQaAAnAOyQOUULOV
10 BEZH v yovig 1] o106 EBH, 1] éotv ion 10 A* kai
kelodm dote &n’ evdelog eivor v BE 1fi AB, xai
dmMydw 11 ZH &ri 10 O, kai o1t Tod A omotépq t@v BH,
EZ moapdriiniog fydw 1 AG, kai énelevydm 1 OB. kol
gnel €ig magaAAnlovg tac A®, EZ e0d€lo événeoev 1
®Z, ai doa Yo A®Z, OZE yoviu dvciv 003dig sicty
foat. ai doa vVmo BOH, HZE dv0 003®v €AdccovEg
glow ail 0¢ and éhaccovev 1 600 0p3MV &ig dmelpov
gkfaridpevar  ovumintovorv. ol OB, ZE  doo
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gkPorrdpevar  ocvpmecodvtal.  EkPefAnodmoav  kai
ocvpmntétocav kata 10 K, kai 6w tod K onueiov
omotépq T®v EA, ZO® mapdiiniog fydm 1 KA, kai
éxpepanodmoayv ai ®A, HB éni ta A, M onueio.
TauAANAGYQaupov doo €oti 10 OAKZ, diduetpog 6
avtod 1 OK, mepi 6¢ v OK magoAAnAoyQaupo eV Ta.
AH, ME, ta 06¢ Aeyouevo maganinoopato to AB, BZ:
foov dpa oti 10 AB t® BZ. dAAd 10 BZ t® I' to1y0dve
€otiv Toov' kai 10 AB doa t® I €otiv Toov. kai énel iom
€otiv 11 Ym0 HBE yovia 1) Omdo ABM, dAid 11 Vo HBE
™ A éotv Tom, kai 11 Y0 ABM dpa 1 A yovig €otiv
ion.

[Topa v dod€icav doa evdeiov v AB 1@ dodévtt
Tolyove 1@ ' icov magoaAinAdyeaupov moooEPAntal
10 AB év yovig th) 910 ABM, 1] éotv Ton ) A* OmeQ
£0€1 mofjoal.

ne’.

T® 603évtt e03vyodpupe icov magariinroyoappov
ovoTijcacdar £v Ti 603¢ion Yovig v3vyedppo.

"Eoto 10 pév d009év evJuypaupov 10 ABIA, 1 0¢
dodeioca yovia eodoyoaupoc 1 E- o0&l on 1@ ABIA
evuyeduU® 160V TOQUAANAGYQUUUOV CLOTAGACIOL £V
1) 0odeion yovig 1] E.

‘Enelevydo 1 AB, kai cvveotdto 1@ ABA torydve
{oov magoAAnAoyeappov 1o Z0 v 1] oo OKZ yoviq,
i éotwv Ton 1 E' xoi mopapefinodm mooa tnv HO
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evdeiav @ ABI 1o1y0ve i60v moQoAANAOyQOUpOV TO
HM év 11} oo HOM yovig, §j €éotiv Ton 1) E. xai €nel 1
E yovio ékatépq tdv vmo OKZ, HOM Eotwv Tom, xai 1
oo OKZ dpa 1) vmd0 HOM éotiv ion. wowm
npookeicdm 1 vro KOH: ai doa vmo ZKO, KOH taig
oo KOH, HOM ioot eiociv. aAL ot vno ZK®, KOH
dvoiv 0pdaic oot giciv: kai ai Yo KOH, HOM épa 6Ho
00901 oo eioiv. mEog oM tvi gvdeiq T HO woil 1@
OGS avTh onuei® 1@ O dvo evIeion ai KO, ®OM un i
TO, a0TO péEN Keipevar toc €petic yoviag ovo 603aig
ioog molodov: én’ evdeiog doa €otiv 1] KO 11 OM- xai
énel eig mogarlniovg tag KM, ZH e09¢€ia évémeoev M
OH, ol évadrdaf yovir oi vmdo MOH, OHZ ioot
aAAAaig giotv. Ko meookeiodm 1) Vo OHA ai doa
o MOH, ®OHA 1aig vno ®HZ, ®HA 1o giciv. AL ai
oo MOH, ®HA 600 6090dig ioat eiciv: kai ai vto ®HZ,
OHA dpa 600 6090dig ioat eiciv: &n’ evdeiag doa £o0Tiv N
ZH i} HA. xai énel 1) ZK 11} OH Ton 1€ Kol TadAANAOS
gotv, aALd kol 11 OH 11 MA, xai 1 KZ doa tf) MA ion
1€ Kol TOQAAAMNAOG €oTv: kol €mleuyvhously avTag
evdeion ai KM, ZA* xai ai KM, ZA dpa iocot te Koi
ToQdAANAOl glov: TaoAANAOYQauUOV Q0. €0TL TO
KZAM. xai €nei ioov €oti 10 uév ABA toiyomvov 16 Z0
moeaAAnAoyodupnm, 1o 8¢ ABI' 1@ HM, dlov doa 10
ABTA e0%vyoaupov OAm 1@ KZAM magoiinioyod e
gotiv ioov.

T® Goa d0%évt evduypdupw t@ ABTA icov moagal-
AIAdyooupov covéotator 10 KZAM &v yovig 1) Omo
ZKM, 1] éotwv ion 1§} dodeion 11 E- Omep €6e1 motfjcau.
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e’
Ao Tijg 603¢eionc evIeiag TETOAY®VOV AvayQayor.

"Eoto 1 dod€ica gvudeia 1) AB- del on ano tfic AB
ev9elag TETAY®VOV Avoyedyal.

"HySo 11 AB €03¢ig amd 100 1o vt onueiov 1o
A mpog 0p3a¢ N AT, kol keioSw th) AB 1o 1 AA" kai d1d,
uev tod A onueiov 1M AB mapdAiniog fiydm 1 AE, o
¢ 100 B onueiov 1 AA mapdiiniog fySmw 1 BE.
oA AGYoappov doa £oti 10 AAEB- iom dpa €otiv 1)
pnev AB i) AE, 1 0¢ AA 11y BE. dALd 1 AB 1) AA €otiv
ion" ai téocapec doa ai BA, AA, AE, EB oot dAAqlaug
glotv: {cOTAELQOV doa  éoti 10  AAEB
TOQOAANAGYQOUUOV. AEY® 1, OTL Kol 0pJoydviov. Emel
Y00 €ig TapaArnlovg Toc AB, AE g0d¢€ia évémeoev 1 AA,
al doa Vo BAA, AAE yoviau 600 0p9aic oot iotv.
0091 6& 1 vo BAA" 0091 doa kai 11 vmo AAE. t@dv 6¢
TOQUAANAOYQAUU®Y Y®EimV al dmevovtiov mAsveal T€
Kol yovion ioot dAAARAog gioiv: 6pdn doa kol ekatéQa
TV dnevavtiov T@v Vo ABE, BEA yovidv.

Opdoyoviov dpa €oti 10 AAEB. £€dciydm 08¢ wai
icomAgvEOV. TETEdY®WVOV do €oTiv: Kol €0tV Amd THg
AB evd¢eiog dvayeypaupévov: dmep £0€l TOUGOL.

ue'.

‘Ev t0oig 0030yY®vViolg TOyOVOIS TO AmO TiS TNV
0031V yYoviav VTOTEWVOUOIS TALLQAS TETQAYMVOV

139



ioov éoTi 1O GmO TAOV TNV 00NV  yoviav
TEQLEYOVG DV TAEVQAV TETQOYDVOLG.

"Eoto totymvov 0pdoydviov 10 ABTT dpdnv &xov v
oo BAT yoviav. Aéyw 611 10 and g BI' tetpdywvov
{oov €oti 101g amo @V BA, AT teTp0ry®dVOLS.

Avayeypapdm yoo and pev tic BI' tetpdywvov 10
BAET, ano o¢ todv BA, AI' ta HB, OI, kot owd tod A
omotépa TV BA, T'E mapdAinioc fiydw 1 AA* xai
gnelevydmoav ai AA, ZI. kai €nei 6o €oTv EKaTéQM
t®v Vo BAT, BAH yowvidv, mpoc o1 tivi evdeia 1] BA
Koi T@® mEOg avtTh onuei® t@ A 6vo e09ein ai AT, AH
un €mi o avta péen Keipevor tag EpeEhg yoviag duoiv
009ai¢ Toog moodow: én’ evdeiog doa €otiv 1 TA Th
AH. dud T avtd on koi 11 BA 1] AG® gotv én’ gvdeiog.
Kol €nel ion €otiv 1] Vo ABIT yovia 1) 910 ZBA* 609
Y00 EKatépa KON TEookeiodm 1) Vo ABI™™ 6An dioa 1
oo ABA 6An 1§} Omo ZBI éotiv iom. kal €nel ion €otiv
N uev AB 11} BT, 1 8¢ ZB 1)) BA, dvo o1 ai AB, BA dvo
tai¢ ZB, BI' oot eiciv ékatépa Exatéoq: koi yovia 1
0o ABA yovig tf) oo ZBI Ton® Bdoic doa 11 AA Bdoet
™ ZI' éotiv Tom, xoi 10 ABA toiywvov @ ZBI' totydve
€otiv ioov' Kai €0t 10D uEv ABA 101y0dVOL SITAGG10V TO
BA magoAAnAoyoappov: Bacty te Yo TV otV EX0Vct
v BA kol év taig avtaic eiot magaAiniolg taig BA,
AA- 1ob0 06¢ ZBI' 101y00vov duthdolov 10 HB
TeETRdyVOV: BAotv TE YOQ TAAY TNV QOTHV EYOVGL TNV
ZB xail év 10oig avtaig €iol mogaAAniolg taig ZB, HI.
foov Gpa €oti kol t© BA magoaiinidyoaupov t® HB
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TETEAYOV®. Opoiwg on €mlevyvopévov tdv AE, BK
deydnoeton koi T TA mogoarinidyoaupov icov @ OT
tetpoy®ve” dhov doa 10 BAEIT tetpdymvov dvci toig
HB, OI tetpaydvoic ioov éotiv. kai éott 10 pev BAED
teTRAymVOoV anod g BI' dvayoagév, ta 6¢ HB, O dno
v BA, AT 10 doa ano tig BI' mlevpdc tetodymvoV
icov éoti 101g amo TV BA, A" TAeLQ®MV TETQUYDVOLC.

‘Ev oo toig 0pdoymviolg Tory®volg T amd Thg TV
00V yoviav VIOTEWVOVONG TAELEAS TETEAYMVOV 100V
€0TL TOIG AMO TV THV OV Ywviay TEQIEXOVCDV
TAEVEMV TETEUYMVOLS OmeQ 0l OETEAL.

nn'.

‘Eav  T01yOvoy TO Gm0 Mg TOV  TAELQAOV
TeT0Gymvov icov N TOig Gmd TAOV AowtdvV TOD
TOLYOVOL OV0 TAELQAV TETQUYMVOLS, 1| TEQLEYONEVT]
YOVIO, VTO TOV AOWTAV TOD TOIYOVOL 000 TAELVQOV
0091 ¢oTIV.

Torydvov yae 100 ABI™ 10 amo udg tiic BIT mAevdg
TeTEAY®OVOV 160V €0TM TOlG Amd TV BA, Al mievo®dv
TETQAYDOVOLS. AEY® &TL 0IN €oTiv 1) VO BAT yovia.

"HySw ydp amd 100 A onueiov ) Al' evdeiq mEOC
00%0¢ 1 AA xai keiodom 1] BA Ton 1 AA, xai éneledydo
N AL énei ion éotiv 1 AA 1§} AB, icov €01l xai TO Ao
g AA TteTRdY®VOV TG ATd THG AB TETQOYDV®. KOOV
mpookeicdmw 10 and thg Al tetedywvov: td doa Amod
v AA, AT 1etpdyova ioa €oti Toig and t@v BA, AT
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TETQAYADOVOLG. OAAG TOTG pev amo tdv AA, Al icov éoti
T0 Amo TG Al 009 Y €otiv 1) Vo AAT yovia Toic
0¢ anod 1®v BA, AT ioov oti 10 and thic BT vmokettan
vaQ" 1O doo amod thc Al tetpdywvov icov €0t T® Amo
¢ BI' tetpaydve” dote koi micvpa 1 Al ) BI éotiv
fon' xai €nel ion €otiv 11 AA 1] AB, kowvn 0¢ 1| AT, 6bo
on ai AA, AT dvo taic BA, Al' ioon giciv: kai Baoic 1
AI" Bacer iy BI' o yovia doa 11 vmo AAT yovia Th
0o BAT €otiv iom. 009 6 11 OO AAT 09 doa Kai 1y
oo BAT.

‘Eav doo torydvov 10 Amd [dg T®V TAELEOV
TETEAY®VOV 160V 1| TOIG GO TGV Ao@Y ToD TEIYMVODL
d00 TAELEMV TETEUYMVOLS, 1| TEQLEYOUEVT] YoVvio, VIO
TAOV AO®V TOD TOEIYMVOL dVO TAELEMV 003 EoTv'
OmeQ £0¢€l ST,
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GLOSSARIO

In un primo studio ¢ conveniente, leggere rapidamen-
te 1 postulati e le nozioni comuni, e poi subito la prima
proposizione (p. 26), tralasciando le lunghe spiegazioni
dei termini geometrici, poiché esse, pur avendo avuto
ragione di essere per i greci, sono poco utili a noi, ai
quali questi termini sono notissimi € fanno oramai parte
della lingua comune.

Per facilitar I’uso di questo glossario, sono percio sta-
te escluse le parole, appartenenti alla lingua comune dei
grecl, le quali compaiono soltanto nelle pp. 93-95.

Dei verbi sono date le varie forme adoperate nel testo,
sotto la forma dell’infinito presente. Delle altre parole ¢
data soltanto una delle forme adoperate.

dyetv condurre
Hydo, fydocav, fKTat, dyoysiv
aitelv domandare
nmodw
aituato postulati
advvartov impossibile
GAAG ma
aAAAovg I’un I’altro
avayQa@eely costruire
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avayeyededm, avayedyat, avaypapéyv,
AVOYEYQOUUEVOV
dvicoc diseguale
dmelpog infinito
amevovtiov opposto
amo da
doa dunque
a.oy"N principio
dromog assurdo
aVTOC Stesso
aQoelv togliere
apoeedt, apnonodm, apnental, APEAEV
Baoig base
vGQ poiche
yoapew descrivere
Yoapecdat, YEYQAPI®
yoouun linea
yovio angolo
o€ poi, dunque
detkvivan dimostrare
deiéopev, 0€iEan, £deiydn, €delyInoav, derydnoetal
O€lv esser necessario
Oel, £del
oud per
dudyewv condurre
Sy
duapetpog diagonale, diametro
dudotnua distanza
dwovon dare
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d03év, d0dévtoc, d0Jévti, oOodeica, oodeiong,
dodeion, dod€eicav, dodeicat, dodelcd®v, dodeicarg

duthdorog doppio

diyo per meta

dvvatdv possibile

dvo due

gdv se

el se

glvon essere
gotiv, giolv, éotm, Eotwoav, Eotal, E60VIaL, OOV,
n, dvia

€1g verso

gkdtepog I'uno e Ialtro

gk da

gktog fuori

EkPariety prolungare
ExPepanodom, gxPepanocdmoay, EKPaiely,
ExPariopévac, EkParlouéval

EKkeTodon esser preso
gkkeiodm

EAAco®V minore

gumintely incontrare
EUMITETO, EUTENTMOKEV, EVEMECEV, EUTITTOVGA

&v in

&vtOg entro

EvaALaE alternamente

gvvolao nozione

&€ da

énel poiché
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émi su, per

gmievyvivar congiungere
gmlevyvoovorw, Emelevydo, gnelevySwoay,
emlevyvitooay, gmlevyvotmoay, Emlevydeioa,
gmlevyvouévav, Emievyviovoat

£trepog altro

evdeia retta

evJ0yoappov rettilineo

gpapuolewv coincidere
gpapuolovta, Epapuolouéves, €paguolouévou,
EPOQUOCEL, £POQUOGAONG, £PaUOGOVTOG,
£POEUOGOVCTY

gpetig di seguito

EQlLoTAVOL erigere
EPECTNKEY, EQPEGTNKLIO

Exelv avere
&xel, &ovotv, Exétm, &xm, &rov, &ovta, Eyovoav,
&xovoat, gt

1] che

oL meta

fjtot ovvero

icog eguale

icomAevoov equilatero

icookeAég isoscele

KéJetog cateto

Kol e

KaAelv chiamare
KaAETTOL

Kata per, ad
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KATOAEITOUEVOV rimanente

Kelodan esser posto
kelodw, Keipevar

KEVTQOV centro

KO comune

KoQuQN vertice

KOKAOG circolo

Aappavev prendere
einedo

Aéyewv dire
Aéyw, Aéydueva

Aetmewv lasciare

Aouog resto

ueilov maggiore

uév pure, bensi

HEQOG parte

HETA con

uetoAappavely permutare
uetaAapBavouevarl, LETAAUBAVOUEVOC

urn non

unodétepoc nessun dei due

pio una

ViUV ora

o il

OAo¢ intero

Opoimg similmente

0&0¢ acuto

OmeQ cio che

omoteQog qual dei due
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0pJYoymviog ortogonale, rettangolare

0096¢ retto

otav quando

ot che

o¢ 1l quale, che

0V0€ né

oVI€v niente

ov(K) non

ovv dunque

oAy di nuovo

mag tutto

ol ad

nmopafdArety applicare magafaiiewy
napafepinodo, mtagaEpAntal, TagaParelv

ToeoAANAOYeappov parallelogrammo

moedAANAoG parallelo

TOQATAN QMU0 complemento

TEMEQOGLEVN terminata

mept intorno

mepLEyey comprendere
TEQLEYOLTY, TeELEEOLOLY, TEQLEYOVLO MV,
TEQLEYOUEVT), TEQLEXOUEVTV

mheved lato

ANV eccetto

ToAVG molto

molelv fare
molEl, TmOolwLolY, TOl], Moo,  TOLElT,
TOEITOG AV, OGO, TOWGEL, TETOINKEV

TEOG Verso

148



nmpocekPailev prolungare

npocekPePfAncim, npocekPePAncIncay,
npocekPAndeicec, mpocekfAndeicdv

TEOooKeIoIou essere aggiunto
TEOCKEIGH®

TEOCTIEVOL aggiungere
TEOGTEN)

onueiov punto

otodelon eretta

CLUTITTEY concorrere
GUUTITTOVGLY,  GLUTITTOLGAL,

GUUTITTETOG OV

oLVIOTAVOL costruire
GLVECTATW, oLVESTOTOL,
ocvviotavtot, oLOTNCACIAL,

GLGTAN|GOVTOL, CLOTAIEIGOL
oLvEYEG continuo
oyfipro figura
téuvewy dividere

GLUTEGOVVTAL,

GLVECTATMCOY,
oLOTOIDOLY,

TEUVEL, TEUVOLGLY, TEUVOOLY, TETUNGI®, TETUNTAL,

TEUETV, TETUNUEVEC
T€060QEG quattro
teTedywvov quadrato
T¥évon porre

Jéodat, TIdepEVOL
tic alcuno
teanéflov trapezio
TQEIG tre
tolywvov triangolo
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TLYOV a caso
VTEQEYELV superare
oo da
VTOKEIGYa supporre
VIOKELTOL
vmoteively sottendere
VTOTEIVEL, VITOTEIVOVOLY, VIOTEIVOVOO,
vroteivovong, vVtoteivovsay, Doteivovoal
Yweiov spazio
¢ come
®ote sicché
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